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出 版 者 的 话 


本 书 第 二 版 于 1986 年 出 版 ,出 版 以 来 ,以 其 合理 的 结构 、 科 学 的 阐述 以 及 良 
好 的 教学 适用 性 为 广大 教师 所 认可 ,是 理论 力学 课程 首选 的 经 典 教 材 , 为 我 国 物 
理 专 业 人 才 的 培养 作出 了 巨大 的 贡献 . 第 二 版 出 版 至 今 已 有 23 年 , 书 中 使 用 的 
部 分 科学 名 词 和 物理 量 符号 等 为 当时 的 习惯 用 法 ,与 现行 国家 标准 不 符 ,容易 引 
起 教学 上 的 混乱 ,因此 我 社 组 织 出 版 了 第 三 版 . 由 于 本 书 作 者 周 衍 柏 先生 已 去 世 
多 年 ,遵照 周 先生 家 属 的 意愿 和 部 分 使 用 本 书 教师 的 建议 ,本 次 修订 保持 内 容 不 
变 , 仅 将 科学 名 词 ,物理量 符号 、 单 位 及 符号 、 数 学 运算 符号 等 按照 出 版 领域 最 新 
的 国家 标准 和 规范 作 了 更 新 . 

与 本 教材 配套 的 教 辅 资 源 包括 : 

1. 《理论 力 学 教程 (第 三 版 ) 学 习 辅 导 书 》; 

2.《 理 论 力学 教程 (第 三 版 ) 电 子 教案 》; 

3 教材 中 全 部 插图 的 PPT 格式 电子 文件 ,任课 教师 可 在 中 国 高 校 物 理 课程 
网 (http://phy. cncourse. com ) 的 教材 中 心 频道 申请 下 载 . 


本 书 自 1979 年 出 版 以 来 ,本 已 六 载 . 第 二 版 在 下 列 几 个 方面 作 了 进一步 的 
修订 : 

(1) 改正 了 原 忆 中 少数 令 述 不 够 明确 或 不 够 恰当 的 地 方 ; 

(2) 其 正 了 原 书 印刷 上 的 错误 ; 

(3) 增删 了 某 些 习题 ; 

(4) 加 强 了 分 析 力学 的 内 容 , 使 学 习 理论 物理 其 他 部 分 时 ,可 以 有 较 强 的 
基础 . 

修订 时 ,一 方面 根据 编者 的 教学 实践 , 另 一 方面 又 参照 了 几 年 来 广大 读者 在 
使 用 过 程 中 所 提出 的 许多 宝贵 意见 . 

本 书 所 增补 的 章节 ,有 些 已 超出 了 1980 年 教育 部 颁发 的 综合 大 学 物理 专业 
《理论 力学 教学 大 网》 的 范围 . 仍 根据 第 一 版 的 原则 ,加 上 * 号 并 排 小 号 字 ,以 资 
识别 . 

本 版 修订 过 程 中 ,得 到 许多 教师 和 读者 的 关心 和 帮助 . 特别 是 四 川 大 学 郭 士 
区 教授 ,华东 师范 大 学 苏 云 苏 、 北 京师 范 大 学 胡静 等 同志 仔细 审阅 了 修订 稿 并 
提出 许多 宝贵 意见 ,在 此 一 并 致 以 衷心 的 谢意 . 


周 衍 柏 
1985 年 9 月 于 南京 大 学 


理论 力学 是 物理 系 学 生 的 一 门 基础 理论 课 , 也 是 学 生 第 一 次 用 高 等 数学 方 
法 处 理 物 理 问 题 的 一 门 理论 物理 课程 . 因此 ,通过 学 习 , 学 生 不 但 应 该 对 宏观 机 
械 运动 的 基本 概念 和 基本 规律 有 比较 系统 的 理解 ,而 且 应 能 掌握 处 理 力 学 问题 
的 一 般 方 法 ,进而 注意 培养 解决 一 般 物 理 问题 所 必需 的 抽象 思维 能 力 . 

编者 在 六 十 年 代 , 曾 两 度 写 过 《理论 力学 》 教 材 , 本 书 就 是 在 此 基础 上 考虑 
当前 教学 上 的 需要 重新 编写 的 . 在 这 次 编写 中 ,对 物理 概念 的 阐述 ,尽量 注意 充 
实 和 加 强 ,对 于 基本 理论 的 阐述 和 分 析 问题 的 方法 ,也 作为 书 中 的 重点 ,给 予 特 
别 的 注意 . 因此 ,对 重要 公式 加 了 方 框 ;对 分 析 和 解 算 问题 的 方法 , 除 示 范例 是 
外 ,每 章 后 面 还 附 有 几 道 补充 例题 , 供 读者 解 题 时 参考 和 借鉴 . 对 于 与 力学 理论 
有 关 的 物理 学 上 的 新 成 就 也 作 了 一 些 力所能及 的 介绍 . 

就 现行 课程 体系 而 言 ,理论 力学 可 以 说 是 普通 物理 学 力学 部 分 的 延续 与 提 
高 ,两 者 应 既 有 联系 又 有 分 工 . 所 以 ,除了 重要 的 概念 和 定律 外 , 凡 普 通 物理 中 已 
经 讲 过 的 内 容 ,本 书 不 再 赣 述 ,使 读者 能 集中 精力 ,钻研 理论 力学 的 主要 内 容 . 

本 书 中 的 单位 ,全 部 采用 国际 单位 制 (SI). 名 词 和 符号 ,也 尽量 采用 国家 贫 
布 的 规定 . 

本 书 的 内 容 和 编排 次 序 ,基本 上 参照 1977 年 10 月 苏州 物理 教材 会 议 所 拟 
订 的 大 纲 , 只 有 少数 几 处 , 作 了 更 动 . 加 有 * 号 的 内 容 ,都 赋予 较 大 的 独立 性 ,可 
以 选 讲 或 不 讲 , 并 不 影响 其 他 章节 的 学 习 . 除 有 * 号 的 内 容 外 ,估计 可 以 在 规定 
时 间 内 ( 约 54 学 时 或 稍 多 ) , 讲 完 本 书 基本 章节 . 为 了 加 强 对 学 生 解 题 能 力 的 训 
练 和 培养 ,使 用 时 还 可 根据 具体 情况 ,安排 大 约 18 学 时 习题 课 的 内 容 . 至 于 连续 
介质 力学 部 分 ,准备 以 《 续 编 》 形 式 另 行 出 版 ,以 适应 目前 各 校 的 不 同情 况 . 

本 书 初稿 完成 后 , 曾 由 我 系 范 北 密 、 钱 济 成 两 同志 先期 加 以 审阅 . 1978 年 10 
月 ,在 南京 召开 了 审 稿 会 议 ,参加 会 议 的 有 中 山大 学 ( 主 审 ) 、 南 京 大 学 、 武 汉 大 
学 、 南 开 大 学 、 四 川 大 学 、 兰 州 大 学 、 山 东 大 学 \ 云 南大 学 ,吉林 大 学 、 上 海 师范 大 
学 、 吉 林 师 范 大 学 等 兄弟 单位 的 代表 ,与 会 同志 认真 闻 读 了 原稿 ,提出 了 不 少 改 
进 的 意见 . 对 此 ,编者 除 表 示 由 应 的 感谢 外 ,并 根据 审 稿 同志 和 读者 所 提出 的 宝 
贵 意见 , 作 了 全 面 的 修改 . 但 限于 编者 水 平 , 本 书 中 一 定 还 存在 着 许多 缺点 和 错 
误 ,希望 广大 读者 批评 指正 . 


周 衍 柏 
1979 年 1 月 于 南京 大 学 物理 系 
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$1.1 运动 的 描述 方法 “ 3 
(1) 参 考 系 与 坐标 系 (2) 运 动 学 方程 与 轨道 (3) 位移、 速度 和 加 速度 
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$1.4 质点 运动 定律 
(1) 牛 顿 运动 定律 (2) 相 对 性 原理 


§1.5 质点 运动 微分 方程 … ry 20 
(1) 运 动 微 分 方程 的 建立 (2) 运 动 微 分 方程 的 解 
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(4) 对 质心 的 动能 定理 
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$3.4 刚体 运动 方程 与 平衡 方程 pp 123 
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$3.6 ”刚体 的 平 动 与 绕 固定 轴 的 转动 oense ass sas ee. We Ce 
(1) 平 动 (2) 定 轴 转 动 (3) 轴 上 的 附加 压力 

$3.7 刚体 的 平面 平行 运动 
(1) 平 面 平 行 运动 运动 学 (2) 转 动 眠 心 
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”168 


”180 
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(1) 约 东 的 概念 和 分 类 〈2) 广 义 坐 标 
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$5.6 泊 松 括号 与 泊 松 定理 e237 
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理论 力学 是 研究 物体 机 械 运 动 普遍 遵循 的 基本 规律 的 一 门 学 科 . 所 谓 机 械 
运动 ,就 是 物体 在 空间 的 相对 位 置 随时 间 而 改变 的 物理 现象 . 它 是 物质 运动 最 简 
单 .最 基本 的 运动 形态 . 各 种 复杂 的 ,高 级 的 运动 形态 ,都 包含 有 这 种 最 基本 的 运 
动 形态 .所 以 ,要 研究 各 种 复杂 的 高 级 的 运动 形态 ,当然 应 该 从 最 简单 的 运动 形 
态 开始 . 因此 ,理论 力学 是 学 习 其 他 理论 物理 学 科 的 入 门 向 导 , 也 是 近代 工程 技 
术 的 理论 基础 . 

理论 力学 所 研究 的 宏观 机 械 运动 的 基本 规律 ,可 以 用 来 解决 多 自由 度 力学 
体系 的 运动 问题 . 但 本 教程 所 研究 的 对 象 , 主要 还 是 有 限 自由 度 的 力学 体系 , 例 
如 质点 和 刚体 . 而 研究 无 限 自 由 度 的 力学 体系 问题 , 则 已 发 展 成 为 另 一 学 科 , 叫 
做 连续 介质 力学 . 它 又 分 为 弹性 力学 与 流体 力学 两 大 分 支 . 

理论 力学 的 主要 任务 ,就 是 归纳 机 械 运动 所 遵循 的 基本 规律 ,用 以 确定 物体 
的 运动 情况 或 作用 在 它 上 面 的 某 些 力 的 性 质 . 方法 则 是 借助 于 严密 的 数学 工具 ， 
进行 由 表 及 里 .由 现象 到 本 质 等 一 系列 推理 过 程 . 因此 ,我们 在 理论 力学 的 研究 
中 ,加 强 辩证 唯物 主义 的 指导 作用 是 非常 重要 的 . 从 研究 次 序 来 看 ,我们 首先 研 
究 描 述 机 械 运 动 现象 的 运动 学 ,然后 再 进一步 研究 机 械 运动 应 当 遵循 哪些 规律 
的 动力 学 . 至 于 研究 平衡 问题 的 静 力 学 ,对 理科 来 讲 ,可 以 作为 动力 学 的 一 部 分 
来 处 理 , 但 在 工程 技术 上 , 静 力 学 却 是 十 分 重要 的 ,因此 , 常 把 它 和 动力 学 分 开 ， 
自 成 一 个 系统 . 

力学 是 较 早 发 展 起 来 的 学 科 之 一 . 远 在 很 古 的 时 代 , 由 于 农业 上 的 需要 ,人 
们 就 开始 制造 和 使 用 一 些 简单 的 生产 工具 . 因此 人 们 对 于 机 械 运动 , 早 就 有 了 一 
些 认识 和 了 解 . 随 着 生产 的 发 展 ,人 们 对 于 机 械 运动 的 认识 逐步 加 深 .到 了 16 世 
纪 末期 ,西欧 的 资本 主义 开始 形成 和 发 展 , 人 们 对 力学 的 认识 也 产生 了 飞跃 . 牛 
顿 (1642 一 1727 ) 在 前 人 研究 工作 的 基础 上 ,发 表 了 著名 的 运动 三 定律 ,奠定 了 
经 典 力学 的 基础 .以 后 ,许多 科学 家 进一步 对 力学 进行 了 深入 的 研究 ,不 断 开辟 
新 的 领域 ,揭示 新 的 规律 . 特别 是 微 积分 等 数学 工具 广泛 应 用 ,为 力学 的 发 展 提 
供 了 有 力 的 武器 ,推动 了 力学 的 发 展 . 到 了 18 世纪 , 拉 格 朗 日 写 了 一 本 大 型 著作 
《分 析 力 学 》, 使 力学 问题 可 以 完全 用 严格 的 分 析 方 法 来 处 理 . 随 着 哈密 顿 、 雅 可 
比 等 人 的 进一步 的 研究 和 贡献 ,经 典 力学 逐渐 发 展 成 为 一 门 理论 严谨 、 体 系 完整 
的 学 科 . 

但 是 ,到 了 19 世纪 末 叶 和 20 世纪 初期 , 随 着 物理 学 其 它 学 科 的 迅速 发 展 ， 
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出 现 了 许多 以 牛顿 定律 为 基础 的 经 典 力学 无 法 解释 的 矛盾 . 进一步 的 研究 表明 ， 
经 典 力学 只 能 应 用 于 这 一 类 的 物体 :它们 的 尺度 比较 大 而 运动 速度 比较 低 . 对 于 
速度 很 高 (接近 光速 ) 的 物体 的 运动 问题 ,必须 用 相对 论 力学 ;而 对 于 坐标 x 及 
相应 的 动量 六 不 能 同时 准确 测定 ( 叫 测 不 准 关系 ) 的 微观 粒子 (如 原子 、 分 子 
等 ) 的 运动 问题 , 则 要 用 量子 力学 9. 因此 ,以 牛顿 定律 为 基础 的 理论 力学 是 在 一 
定 的 条 件 下 才能 成 立 的 , 它 有 一 定 的 适用 范围 . 不 过 ,在 通常 宏观 ,低速 的 情况 
下 ,牛顿 定律 还 是 十 分 准确 的 ,足以 解决 工程 技术 上 的 大 量 问题 . 

理论 力学 和 其 他 科学 技术 的 关系 是 十 分 密切 的 ,例如 理论 力学 的 发 展 就 为 
物理 学 其 他 分 支 提供 了 许多 必 备 的 知识 和 处 理 问题 的 方法 . 它 与 数学 、 天 文学 、 
气象 学 的 关系 也 非常 密切 . 力学 上 的 某 些 问题 的 解决 ,常常 推动 了 数学 本 身 的 发 
展 , 这 在 科学 史上 ,例证 是 很 多 的 . 

自 20 世纪 50 年 代 末期 以 来 ,由 于 人 造 地 球 卫星 、 火 箭 和 宇宙 航行 等 先进 科 
学 技术 的 迅速 发 展 ,对 力学 提出 了 许多 新 的 课题 ,推动 了 现代 力学 的 发 展 . 所 以 
理论 力学 虽然 是 较 老 的 学 科 ,但 它 具 有 很 强 的 生命 力 . 尽管 它 一 般 说 来 具有 一 定 
的 近似 性 和 局 限 性 ,但 在 生产 实践 和 科学 实验 中 ,对 于 我 国 工业 农业 ,国防 和 科 
学 技术 的 现代 化 ,仍然 有 着 极其 重要 的 作用 . 


外 ”对 任何 粒子 或 物体 , 测 不 准 关 系 总 是 存在 的 . 不 过 ,对 尺度 比较 大 的 质点 或 物体 来 讲 , 这 种 效应 
至 微 ,可 以 不 必 考 虑 . 
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$1.1 运动 的 描述 方法 


(1) 参考 系 与 坐标 系 


为 了 研究 宏观 物体 的 机 械 运 动 ,首先 应 确定 该 物体 在 空间 的 位 置 . 但 因 物体 
的 位 置 只 能 相对 地 确定 ,因此 又 应 该 首先 找 出 另外 一 个 物体 作为 参考 ,这 种 作为 
参考 的 物体 叫做 参考 系 . 参考 系 确 定 以 后 ,我 们 就 可 以 在 它 上 面 适当 地 选取 坐标 
系 ,来 确定 物体 在 空间 的 相对 位 置 . 

在 很 多 实际 问题 中 ,物体 的 形状 和 大 小 与 所 研究 的 问题 无 关 或 者 所 起 的 作 
用 很 小 ,我 们 就 可 以 在 尺度 上 把 它 看 做 一 个 几何 点 ,而 不 必 考 虞 它 的 形状 和 大 
小 , 它 的 质量 (参看 $1.4) 可 以 认为 就 集中 在 这 个 点 上 ,这 种 抽象 化 的 模型 , 叫 
做 质点 . 例如 ,研究 行星 运动 时 ,虽然 行星 本 身 很 大 ,但 是 它 的 半径 比 起 它 绕 太阳 
运动 时 的 轨道 半径 却 小 得 多 ,因此 我 们 在 这 一 类 问题 中 ,就 可 以 把 行星 当 作 质 
点 .但 在 研究 它们 ( 例如 地 球 ) 的 自转 时 ,就 不 能 把 它们 当 作 质点 了 . 

在 所 有 的 情况 下 ,一 切 物体 都 可 以 看 做 是 质点 的 集合 ,所 以 ,研究 力学 一 般 
都 从 质点 开始 . 本 章 就 是 研究 质点 力学 的 问题 . 

可 以 在 空间 自由 运动 的 质点 称 为 自由 质点 ,确定 一 个 自由 质点 在 空间 的 位 
恪 , 要 用 三 个 独立 变量 ,和 数学 里 确定 一 点 在 空间 的 位 置 相同 , 这 些 变量 一 般 都 
是 时 间 4 的 函数 . 如 果 用 的 是 直角 坐标 系 , 则 质点 在 各 个 时 刻 的 位 置 可 以 用 

x*=/(0) 
(4) de) 
z=A(CO) 

三 个 函数 来 表示 . 如 果 三 个 函数 都 是 常数 ,那么 质点 在 此 坐标 系 中 的 位 置 将 不 发 
生变 化 ,我 们 就 说 该 质点 是 静止 的 ;反之 ,质点 在 空间 的 位 置 就 要 变化 . 

某 一 质点 的 位 置 ,也 可 用 一 个 引 自 原点 0 到 质点 P 的 矢量 r 来 表 示 ,r 叫 
做 P 点 相对 于 原点 0 的 位 矢 (图 1.1.1). 如 果 i、jk 是 沿 x.y、z 三 直角 坐标 轴 
上 的 单位 矢量 , 则 


r = 和 + 好 + 这 12) 
如 果 质 点 恒 在 一 平面 上 运动 , 则 只 要 两 个 坐标 就 可 确定 它 的 位 置 了 . 如 果 是 
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直角 坐标 系 , 且 假 定 质点 便 在 sy 平面 上 运动 , 即 
z 三 0, 则 质点 在 各 个 时 刻 的 位 置 可 用 


2 | (1.1.3) 
y=f(?) 
两 个 方程 来 表示 . 其 矢量 形式 则 为 
r=xd+y (1.1.4) 
直角 坐标 系 虽然 是 常用 的 坐标 系 , 但 在 某 些 问 
题 中 ,采用 直角 坐标 系 将 使 计算 显得 比较 繁杂 ,如果 图 4.1.1 


采用 其 他 适当 坐标 系 ,就 可 能 方便 得 多 . 常用 的 另 一 
些 坐 标 系 有 柱 面 坐 标 系 ,球面 坐标 系 和 自然 坐标 系 . 在 平面 问题 中 , 则 用 平面 极 
坐标 系 和 自然 坐标 系 . 在 平面 极 坐标 系 中 ,质点 的 位 置 将 用 两 个 变量 (r,9) 来 表 
示 ,它们 当然 也 是 时 间 上 的 函数 , 即 
到 } 
0=0(1) 
式 中 +r 是 P 点 的 矢 径 , 即 P 点 的 位 和 撩 r 的 量 值 ,而 9 则 是 PP 点 的 极 角 , 即 极 轴 与 
点 位 矢 间 的 夹 角 , 如 图 1.1.2 所 示 . 
关于 柱 面 坐标 系 与 自然 坐标 系 ,我 们 将 在 2 
§1.2 中 介绍 . 至 于 球面 坐标 系 , 则 因 计算 较 烦 
琐 , 我 们 将 在 第 五 章 中 再 作 介绍 . o 


(2) 运动 学 方程 与 轨道 图 1.1.2 


本 节 (1) 中 (1.1.1) (1.1.3) 和 (1.1.5) 诸 式 ,给 出 了 质点 在 空间 或 平面 上 
任 一 时 刻 : 所 占据 的 位 置 , 所 以 它们 表 出 了 质点 的 运动 规律 ,通常 把 它们 叫做 质 
点 的 运动 学 方程 . 一 个 具有 一 定 儿 何 形状 的 宏观 物体 在 机 械 运动 中 的 物质 性 表 
现在 下 列 两 个 方面 :(1) 不 能 有 两 个 或 两 个 以 上 的 物体 同时 占据 同一 空间 ; (2) 
它 也 不 能 从 空间 某 一 位 置 突然 改变 到 另 一 位 置 . 这 些 性 质 ,也 是 质点 所 具有 的 . 
所 以 (1.1.1) (1.1.3) 和 (1.1.5) 诸 式 都 应 当 是 时 间 : 的 单 值 的 `. 连 续 的 函数 . 
另 一 方面 ,这 些 方程 式 也 是 质点 的 轨道 参 变 方程 ,其 中 时 间 上 是 参数 . 所 谓 轨道 ， 
就 是 运动 质点 在 空间 (或 平面 上 ) 一 连 串 所 占据 的 点 形成 的 一 条 轨迹 . 如 果 质 点 
运动 的 轨道 是 一 条 直线 , 则 这 种 运动 叫 直线 运动 ,如 果 轨 道 是 一 条 曲线 , 则 叫 曲 
线 运动 . 在 曲线 轨道 上 ,通过 任何 一 点 一 般 都 可 以 作 它 的 一 条 切线 . 

如 果 从 式 (1.1.1) 、(1.1.3) 和 (1.1.5) 中 把 参数 1 消去, 则 得 诸 变 量 之 间 的 
关系 式 , 即 轨道 方程 式 . 

前 曾 提 到 ,按照 轨道 性 质 的 不 同 ,质点 的 运动 可 以 是 直线 的 ,也 可 以 是 曲线 
的 ,这 从 轨道 方程 式 也 可 以 看 出 . 当然 ,这 里 所 谓 轨道 的 性 质 ,依赖 于 参考 系 的 选 


(1.1.5) 


极点 极 轴 
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择 . 相对 于 某 一 参考 系 为 直线 运动 ,相对 于 另 一 参考 系 则 可 以 是 曲线 运动 ,反之 
亦 然 . 例如 ,从 作 匀 速 直线 运动 的 火车 上 自由 落下 的 物体 ,车 以 火车 为 参考 系 , 则 
轨道 是 直线 ;如 以 地 球 为 参考 系 ,其 轨道 却 是 抛物 线 . 


(3) 位 移 .速度 和 加 速度 


质点 相对 于 某 参 考 系 运动 时 ,位 置 连 续 变 化 . 在 给 定时 间 内 ,联结 质点 的 初 
位 置 4 和 末 位 置 B 的 直线 ,并 从 4 指向 B 加 上 箭头 ,叫做 质点 在 此 给 定时 间 内 
相对 于 该 参考 系 的 位 移 , 常 以 符号 Ar 表示 (图 1. 1.3). 它 是 一 个 既 有 量 值 又 有 
方向 的 量 ,运算 时 服从 平行 四 边 形 法 则 ,所 以 是 
一 个 矢量 . 在 图 1.1.3 中 ,4 点 的 位 矢 是 r,B 点 
的 位 矢 是 r +Ar, 都 是 相对 于 0 点 (现在 选 作 原点 ) 
而 言 的 . 

在 曲线 运动 中 ,位 移 的 量 值 和 质点 所 走 过 
的 路 程 并 不 相同 ,甚至 可 以 相差 很 大 . 例如 在 图 
1.1.3 中 , 当 质 点 沿 曲线 4CB 自 4 运动 到 B 时， 
路 程 s( 即 曲 线 4C8B 的 长 度 ) 和 位 移 的 量 值 1Ar1 
相差 很 大 . 在 特殊 情况 下 , 当 质 点 沿 一 封闭 曲线 
从 4 又 回 到 4 时 ,位 移 等 于 零 ,但 路 程 则 并 不 等 于 零 . 这 是 因为 位 移 只 决定 于 运 
动 质点 的 初 . 末 位 置 . 

设 某 时 刻 质点 通过 轨道 上 的 已 点 ,经 At 时 间 间 隔 后 ,质点 通过 @ 点 ,在 At 


这 段 时 间 间隔 内 ,质点 的 位 移 为 PO = Ar( 图 1. 1.4) ,而 位 矢 的 时 间 变化 率 则 叫 
做 质点 在 时 刻 的 瞬时 速度 , 常 以 v 表示, 即 
Ar_dr(D) _ 


| oOD= imAr F(t)=v,=v (1.1.6) 


因 位 矢 是 矢量 , 故 瞬时 速度 也 是 一 个 矢量 . 如 果 不 计 方向 , 则 叫 速率 . 由 于 瞬时 速 
度 能 细致 地 反映 运动 情况 , 故 今后 所 谓 的 速度 , 皆 指 瞬时 速度 ,并 以 地 表示 , 见 式 
(1.1.6). 

在 图 1.1.4 中 , 设 质 点 在 时 刻 :时 通过 轨道 上 的 P 点 前 进 ,P 离 某 指定 点 
(例如 图 1.1.4 上 的 4 点 ) 的 曲线 距离 为 ,而 质点 通过 轨道 上 的 Q 点 时 ,0 离 该 
指定 点 的 曲线 距离 为 s+As, 则 As=PQ, 是 质点 在 At 时 间 内 沿 轨道 所 走 过 的 路 


程 ,而 位 移 Ar 则 等 于 弦 PO. 在 极限 情况 下 ,ds = 1dr1, 故 瞬时 速度 的 量 值 ( 即 束 


率 ) 为 ;. 至 于 瞬时 速度 的 方向 , 则 和 轨道 上 P 点 的 切线 方向 一 致 ,参看 
图 1. 1. 4. 
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如 果 质 点 在 一 直线 上 运动 , 且 速 度 的 量 值 也 保持 不 变 , 则 叫 匀 速 直线 运动 ， 
是 一 种 很 特殊 的 运动 状态 . 在 一 般 情况 下 ,速度 是 时 间 的 矢量 函数 , 故 它 的 量 值 
和 方向 都 是 随 着 时 间 改 变 的 . 

速度 的 时 间 变 化 率 ( 因 速度 是 时 间 的 函数 ) 叫 做 加 速度 ,也 是 一 个 矢量 . 根据 
前 面 的 计算 ,由 于 各 时 刻 上 的 速度 不 同 , 故 在 At 时 间 内 速度 的 变化 (图 1. 1.5) 为 

Av=v(t + At) - v(t) 
而 速度 的 时 间 变 化 率 则 是 质点 在 时 刻 :的 瞬时 加 速度 ,简称 加 速度 ,可 用 a(1) 或 
a 表示 (在 曲线 运动 情况 中 , 它 一 般 不 沿 轨道 的 切线 方向 ,参看 $ 1.2) , 即 
don ， 


,Av 
olm = 了 ‘th 


加 速度 保持 不 变 的 直线 运动 叫做 匀 加 速 直线 运动 ,但 这 也 只 是 一 种 特殊 情 
况 . 在 一 般 情况 下 ,加 速度 也 是 时 间 的 矢量 函数 ,因而 不 能 把 它 当 作 常 矢量 看 待 . 
在 理论 力学 中 ,通常 所 遇 到 的 力学 问题 ,都 是 变 加 速度 问题 ,这 一 点 我 们 要 特别 


$1.2 速度 .加 速度 的 分 量 表示 式 


(1) 直角 坐标 系 
在 某 一 坐标 系 中 , 设 质点 沿 一 空间 曲线 C 运动 ,在 某 一 时 刻 1, 质 点 占有 某 
位 置 ,并 具有 一 定 的 速度 " 和 一 定 的 加 速度 a. 因 v 与 a 都 是 矢量 , 故 可 投影 


到 任意 坐标 轴 上 . 如 果 C 上 某 一 点 尸 的 位 矢 0 户 =r, 它 在 某 直角 坐标 系 中 的 直角 
坐标 为 (x,y,z) , 则 由 图 1.1. 1 及 公式 (1.1.2) 和 (1.1.6) , 知 


r=xi+W +2zk 
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= 这 = 订 + 订 + 计 
=v.i+v,j+v.k thy 
式 中 jk 分 别 是 该 坐标 系 坐 标 轴 x、y、z 上 的 单位 矢量 ,它们 都 是 恒定 的 ( 即 恒 
矢量 ). 而 * 、y 、z 则 是 速度 v 在 x、y.z 轴 上 的 分 量 , 即 vv, .v,. 由 此 可 得 速率 
v=Vi + + /++ 人 Cha 


又 由 加 速度 a 的 定义 (1.1.7) , 知 


a (1.2.3) 
% 、》、3 为 加 速度 a 在 xy\z 轴 上 的 分 量 , 即 a,\a,、a,, 而 
a=Vi + +2 = Va ta +a (1.2.4) 


位 和 撩 rr、 速度 wv 和 加 速度 a 都 是 时 间 的 函数 ,它们 的 分 量 当 然 也 是 时 间 的 函 
数 . 由 (1.2.1) 及 (1.2.3) 两 式 可 以 看 出 :这 三 个 函数 中 ,只 要 知道 一 个 ,就 可 以 
求 出 其 余 的 两 个 . 例如 ,欲求 质点 的 速度 及 加 速度 ,可 先 选取 适当 的 坐标 系 , 定 出 
质点 的 位 置 坐标 ,再 求 其 对 时 间 的 微 商 即 可 . 而 如 要 从 速度 求 位 矢 , 则 一 般 要 用 
积分 方法 (并 利用 初始 条 件 定 出 积分 常数 ) 求 出 位 矢 的 分 量 (即位 置 坐标 ) ,再 从 
分 量 求 r. 上 述 关系 ,对 物体 中 的 某 一 点 来 讲 也 是 适用 的 . 

[ 例 1] 设 椭圆 规 尺 48 的 端点 4 与 妃 沿 直线 导 梢 0x 及 Oy 滑动 (图 1.2.1) ,而 8 以 色 
速度 运动 , 求 椭圆 规 尺 上 M 点 的 轨道 方程 .速度 及 加 速度 . 设 
MA=a,MB=b, A OBA=0. 

[ 解 ] 由 图 1.2.1 知 4 点 的 坐标 为 


4 
x=bsing, y=acosb (1) 
消去 6, 得 轨道 方程 为 
二 + 三 = 1( 椭 加 ) (2) 
速度 分 量 为 
2 =b0cos0, =-absing (3) i 
式 中 引 是 角 量 9 的 时 间 变化 率 . 
因 B 点 坐标 为 
x =0, y, = (a+b)cos0 
而 依 题 意 
va =7, =- (a+6) Osing =-e 
i 
得 Od 多 


故 速度 分 量 又 可 写 为 


2 (5) 
所 以 vw =i th cod (6) 
加 速度 分 量 为 
二 be 1 
x gcsc = 5 D0 人 (7) 
7 =0 
ror be 1 
所 以 an= A per Ee (8) 
(2) 极 坐 标 系 


在 解 算 力学 问题 时 ,直角 坐标 系 虽然 用 得 最 多 ,但 为 了 计算 方便 起 见 ,有 时 
也 要 采用 另外 一 些 坐 标 系 , 这 在 $1.1 中 曾经 讲 过 . 

解 算 平 面 曲线 运动 问题 时 ,有 时 要 采用 极 坐标 系 ,以 使 计算 简化 . 例如 , 解 算 
质点 受 有 心力 作用 而 运动 的 问题 时 ( $ 1.9) ,用 平面 极 坐标 系 就 比 用 直角 坐标 
系 要 方便 得 多 . 

我 们 知道 :在 平面 极 坐标 系 中 ,质点 P 的 
位 置 ,可 用 极 坐 标 (r,9) 来 表示 ,如 图 1.2.2 所 
示 . 当 质 点 P 沿 着 曲线 运动 时 , 它 的 速度 v 沿 
着 轨道 的 切线 . 如 为 平面 曲线 ,在 直角 坐标 系 
中 ,我 们 是 把 速度 分解 为 沿 x 轴 的 vi 及 
沿 y 轴 的 v,j. 但 在 平面 极 坐标 系 中 ,我 们 就 
必须 把 它 分 解 为 沿 位 和 撩 r 及 垂直 位 和 撩 r(9 增 
加 的 方向 ) 的 两 个 分 量 vi 及 vj, 式 中 i 为 沿 
位 矢 r 的 单位 矢量 , j 为 乖 直 位 矢 r 的 单位 矢量 ,由 图 1. 2.2, 显 然 有 


图 1.2.2 


r=ri (1.2.5) 
dr 
因 = 于 
dr_ di， 
所 以 v= Ch:6 ) 


值得 注意 的 是 :这 里 单位 矢量 i、j 的 量 值 虽然 都 等 于 1, 但 是 当 质 点 P 沿 着 
曲线 C 运动 时 ,位 矢 的 方向 随时 变化 ,因而 沿 位 矢 的 i 和 垂直 位 矢 的 j 的 方向 也 
随 着 时 间 变 化 , 即 i、j 也 都 是 时 间 的 函数 . 这 一 点 和 直角 坐标 系 中 的 情形 不 同 ， 
在 直角 坐标 系 中 ,i 和 j 都 是 常 矢量 . 因此 
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d , 
=—(ri)=7i | 
vy Td rirtri ( ) 


从 式 (1.2.7) 可 以 看 出 :速度 vv 是 由 两 项 全 加 而 成 的 . 其 中 第 一 项 ii 的 方 
向 和 位 矢 ~ 的 方向 一 致 ,看 来 它 表示 位 矢 7 量 
值 的 变化 . 至 于 式 (1.2.7) 中 的 第 二 项 ,必须 先 
求 出 诗 才能 知道 其 物理 意义 . 因此 ,问题 归结 


为 如 何 求 出 主 , 即 如 何 求 出 单位 矢量 对 时 间 
的 微 商 . 

参看 图 !. 2.3 , 当 质点 沿 曲线 C 由 P 点 运 
动 到 0 点 时 ,位 矢 由 7, 变 为 r,, 而 单位 矢量 i 
也 由 i 变 为 站 ,i 和 站 的 量 值 都 等 于 1, 但 方向 不 
同 . 由 图 1.2.3 可 见 ,i 站 和 由 组 成 一 等 腰 三 角 图 1.2.3 
形 . 在 极限 情况 下 ,d9 一 0, 等 腰 三 角形 的 两 个 
底 角 均 接近 于 直角 . 故 在 极限 情形 下 ,dili, 与 j 的 方向 一 致 . 至 于 1dil 的 量 值 则 
为 Idil =1xd9=d9. 同 理 ,在 极限 情况 下 ,dj 上 j,1djil=1xdg=dg, 由 图 可 见 ,这 时 
由 的 指向 和 的 指向 相反 , 即 沿 守 的 负 方 向 . 因此 ,我们 有 

di_didg 


由 80 由 -人 


(1.2.8) 
uu 0 

这 个 关系 ,我 们 必须 掌握 . 

把 式 (1.2.8) 代 人 式 (1.2.7) ,我 们 就 得 到 

v=7i+r 人 0 (1.2.9) 

式 (1.2.9) 的 第 二 项 r 6j 确 实 是 垂直 于 位 矢 的 分 速度 . 这 样 , 我 们 就 把 v 分 
解 为 沿 位 矢 及 垂直 于 位 矢 的 两 个 分 速度 了 . 我 们 通常 称 i i 为 径 向 速度 . 以 vi 
表示 ,是 由 位 矢 r 的 量 值 改 变 所 引起 的 . 至 于 r8j 则 叫 横向 速度 ,以 w 了 表示 ,是 
由 位 矢 方向 的 改变 所 引起 的 . 所 以 ,在 平面 极 坐标 系 中 ,速度 的 两 个 分 量 为 


v= 


(1.2.10) 


和 


加 速度 a 是 速度 v 对 时 间 4 的 微 商 , 即 
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- 电 
dt 
既然 在 平面 极 坐标 系 中 ,可 以 把 速度 v 分 解 为 沿 位 矢 及 垂直 于 位 矢 的 两 个 
分 矢量 ,那么 ,根据 同样 道理 ,我 们 也 可 以 把 加 速度 a 分 解 为 沿 位 矢 及 垂直 于 位 
矢 的 两 个 分 矢量 . 现在 我 们 来 求 类 似 于 式 (1. 2. 10) 的 分 量 表达 式 , 即 加 速度 在 
平面 极 坐标 系 中 的 分 量 表达 式 . 
由 式 (1.2.9) 及 (1.2.10) 知 


a = 型 = 号 (站 + 是 (r 押 ) (1.2.11) 


其 中 第 一 项 代表 径 向 速度 的 时 间 变 化 率 , 而 第 二 项 则 代表 横向 速度 的 时 间 变 化 
率 . 利用 (1.2.8) 式 的 关系 ,不 难 推出 : 


和 (= 和 


式 中 的 第 一 项 是 由 径 向 速度 的 量 值 改变 引起 的 ,而 第 二 项 则 是 由 于 径 向 速度 的 
方向 改变 所 引起 的 . 这 跟 直 角 坐 标 系 中 的 情形 不 同 , 在 直角 坐标 系 中 ,分 速度 的 
方向 是 不 变 的 ,只 有 量 值 可 以 变化 . 

同 理 
由 
dt 


和 (7) = Co +r + 


= +ro roi 
式 中 头 两 项 是 由 横向 速度 的 量 值 改变 所 引起 的 ,而 第 三 项 则 是 由 于 横向 速度 的 
方向 改变 所 引起 . 


把 所 求 得 的 人 (站 及 名 (7 67) 的 表达 式 代入 式 (1.2. 11) ,并 整理 得 
a (ri 2 r+) 
(1.2.12) 
式 中 (767)i 是 加 速度 a 沿 位 矢 方向 的 分 量 , 记 作 a, i 通常 叫做 径 向 加速 


度 , 而 (76 +276 )j 是 加 速度 a 垂直 于 位 矢 方向 的 分 量 , 记 作 awj, 通 常 叫做 横向 
加 速度 . 所 以 ,在 极 坐标 系 中 ,加 速度 的 两 个 分 量 为 


i 
a=7 -rb 


(01,.2513) 


oj = 六 +276 -二 (7 ) 


由 于 在 极 坐标 系 中 , 径 向 速度 和 横向 速度 的 方向 一 般 都 随时 间 而 变 , 所 以 虽 
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然 径 向 速度 w 就 等 于 矢 径 r 的 时 间 变化 率 7, 但 径 向 加 速度 则 一 般 并 不 等 于 径 向 


速度 的 时 间 变 化 率 7? ,还 有 由 于 横向 速度 的 方向 改变 所 引起 的 另 一 项 ( -r 9? ) ， 
它 也 是 径 向 的 . a 的 情况 也 类 似 ,读者 可 自行 解释 . 

顺便 指出 :在 极 坐标 系 中 ,加 速度 分 量 的 表达 式 比较 复杂 ,不 像 在 直角 坐标 
系 中 那样 简单 ,但 这 并 不 等 于 解 算 力学 中 所 有 问题 都 要 用 直角 坐标 系 才 显得 方 
便 . 参看 $ 1.9. 

另外 ,平面 极 坐标 系 只 能 用 来 解决 平面 曲线 运动 问题 ,直角 坐标 系 却 能 解 算 
空间 曲线 运动 问题 . 对 于 空间 曲线 运动 问题 , 除 采用 直角 坐标 系 外 ,有 时 还 要 采 
用 另外 一 些 坐 标 系 ,其 中 跟 平面 极 坐标 系 有 关 的 ,是 平面 极 坐标 系 加 上 垂直 的 
坐标 而 形成 的 柱 面 坐标 系 . 实用 中 ,一 般 使 直角 坐标 系 的 : 轴 与 柱 面 坐标 系 的 z 
轴 重 合 . 这 时 ,直角 坐标 与 柱 面 坐 标的 关系 如 图 1. 2. 4 所 示 ,P 为 空间 曲线 上 的 
任 一 点 ,W 为 己 在 示 平 面 上 的 垂 足 , 它 的 平面 
极 坐标 是 (r,9) ,而 己 点 的 柱 坐标 则 为 (r,6,z)， 
要 注意 这 里 7 已 不 是 P 点 的 位 和 撩 (P 点 的 位 和 撩 是 
R) ,而 是 P 点 在 sy 平面 上 的 垂 足 MM 点 的 位 矢 . 
速度 ,加 速度 的 表示 式 和 平面 极 坐标 系 不 同 之 
处 ,只 是 多 了 一 个 z 方 向 的 分 量 : 及 2. 

空间 曲线 运动 问题 ,有 时 还 要 采用 球面 从 
标 系 ( 见 第 五 章 ). 

[ 例 2] 茶点 运动 方程 为 :124 

r=e"”, 0=%b 

式 中 6 和 <。 都 是 常数 , 试 求 其 速度 与 加 速度 . 

[ 解 ] 因为 r=e",9=bt, 故 (1) 


V,=7 =ce"=er 


vo=r 0 =be” =br 


而 v=V t+r0 = Vbite™r (2) 
又 a,= 7 -r=ce" be"=(c-b)r 


as=rg +276 =2ber 
所 以 a=V(7F-r62)2+(r 6+270) 
= V(b ) +(2be) Tr 
=(b+e)r (3) 
由 此 可 以 看 出 :在 本 问题 中 ,速度 和 加 速度 都 和 矢 径 "成 正比 . 
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(3) 切 向 加 速度 与 法 向 加 速度 


质点 沿 曲线 运动 时 ,速度 矢量 v 沿 轨道 的 切线 方向 ,但 加 速度 a 则 并 不 沿 着 
轨道 的 切线 方向 . 如 果 质 点 沿 着 平面 曲线 C 运动 ,那么 我 们 还 可 以 把 加 速度 矢 
量 a 分解 为 沿 着 轨道 的 切线 方向 及 法 线 方向 
两 个 分 量 . 为 方便 计 , 这 里 我 们 设 i 为 沿 轨 道 
切线 并 指向 轨道 弧 长 * 增加 的 方向 上 的 单位 
矢量 v 为 沿 轨道 法 线 并 指向 曲线 止 侧 的 单位 
矢量 ,9 为 轨道 前 进 的 切线 方向 和 x 轴 间 的 夹 
角 ( 图 1.2.5). 当 质点 沿 C 运动 时 ,i\j 均 随 着 
9 改变 ,它们 之 间 关 系 ,同样 可 以 利用 (1. 2.8) 
式 , 即 


图 1.2.5 


(1.2.14) 


这 里 单位 矢量 站 虽 变 为 沿 轨道 切线 方向 ,但 是 9 仍 是 i 与 * 轴 间 的 夹 角 ,所 以 图 
1.2.3 的 推理 仍 是 成 立 的 . 
又 速度 v 是 沿 着 轨道 的 切线 , 故 


v= (1.2.15) 


式 中 ds 是 当 9 改 变 d6 时 ,质点 沿 曲 线 C 所 移动 的 路 程 ,在 极限 情况 下 ,ds=1drl， 


故 0=4 = 学 , 且 弧 长 增加 ,ds>0; 弧 长 碱 小 ,ds<0. 于 是 
dv_ds, dsdi_ ds ddbglds 
65 人) 
因为 宇 =w, 台 =, 而 此 处 时 则 等 于 曲线 C 的 曲率 半径 p, 因 p>0, 族 
dv, ov , 
a (1.2.16) 


即 动 点 的 加 速度 a 的 切 向 分 矢量 为 学 Er 有 时 也 把 它 写 为 ，92i， 通常 用 a, i 表 之 ， 


叫做 切 向 加 速度 . 法 向 分 矢量 为 .7 ,通常 用 aa. 表 之 ,指向 曲线 四 侧 为 正 , 叫 做 
法 向 加 速度 . 因此 ,我 们 有 
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忆 a = 
dt 
2 (1.2.17) 
v 
as= 一 
攻 


这 种 分 解 方法 的 好 处 是 完全 取决 于 轨道 本 身 的 形状 ,而 与 所 选用 的 坐标 系 无 关 ， 
故 称 为 内 豪 方程 (或 “ 京 性 方程 “本 性 方程 " ). 如 果 把 轨道 的 切线 和 法 线 也 作 
为 坐标 系 来 看 , 则 叫 自然 坐标 系 . 

由 上 面 的 计算 可 以 看 出 :a, 是 由 于 速度 的 量 值 改变 所 引起 的 . 如 速度 的 量 
值 保持 不 变 , 则 a,=0. a, 则 是 由 于 速度 的 方向 改变 所 引起 的 . 当 质 点 沿 曲线 运动 
时 ,由 于 速度 的 方向 随时 改变 , 故 a, 一 般 不 等 于 零 . 

对 于 空间 曲线 来 讲 , 式 (1. 2. 16) 仍 然 适用 . 从 微分 几何 学 我 们 知道 :a 恒 位 
于 轨道 的 密切 平面 内 (参看 $1.5 中 的 图 1. 5. 1). 所 谓 轨道 的 密切 平面 是 轨道 
的 切线 和 曲线 上 无 限 接近 于 切 点 的 一 个 点 所 确定 的 极限 平面 , 亦 即 轨 道上 无 限 


接近 的 两 点 的 两 条 切线 所 确定 的 极限 平面 . 故 对 空间 曲线 上 的 某 点 而 言 , 下 仍 


为 切 向 加 速度 (在 e, 方向 ) ,1 为 在 密切 平面 内 并 和 切线 垂直 的 加 速度 分 矢量 ， 
叫做 加 速度 在 主 法 线 方向 (e,) 上 的 分 矢量 . 至 于 沿 垂直 于 密切 平面 的 另 一 条 法 
线 , 即 所 谓 副 法 线 方 向 (es) 上 加 速度 的 分 矢量 则 为 零 . 


[ 例 3] 一 质点 沿 圆 滚 线 ;=4asing 的 弧 线 运动 . 如 6 为 一 常数 , 则 其 加 速度 亦 为 一 党 
数 , 试 证 明之 式 中 8 为 圆 滚 线 某 点 P 上 的 切线 与 水 平 线 (+ 轴 ) 所 成 的 角度 , 为 点 与 曲线 


最 低 点 之 间 的 曲线 弧 长 
[ 解 ] 因 s=4asing (1) 
故 = 吾 =4ag cosg=4awcosg (2) 
式 中 6 =w= 常 量 ( 题 设 ) 
dv _d 
又 sin (3) 
2 
ao = (4) 
p 
但 p= ac0s0 
2 
所 以 a = 0 0-4autcosg (5) 
而 a =Valtar =4aw? Vsinig+cosg 
=4aw? = 常数 (6) 


[ 例 4] 设 质点 尸 沿 螺旋 线 
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x = ?sin4t，y = 2cos44，z = 4 
运动 , 试 求 速度 ,加 速度 及 轨道 的 曲率 半径 . 


[ 解 ] 因 x=2sin4t 
rd| (1) 
z=4t 
故 x =8cos4t=4y 
y =-8sin4t=-4x (2) 
所 以 v=V 2+y2+i2=4VRHFTHTLT=4J5 (3) 
又 x =47 =-16x 
了 =-4x | (4) 
3 =0 
所 以 a=V XII+ 2 =16 Vty =32 (5) 
所 以 a,=a= 16Vx +y =32 (7) 
+r+l 
而 si 2.5 (8) 


$1.3 平 动 参考 系 


(1) 绝对 速度 .相对 速度 与 牵连 速度 


在 有 些 情况 下 ,参考 系 本 身 也 在 运动 . 本 节 只 讨论 最 简单 的 情况 , 即 参 考 系 
作 平 动 . 设 有 两 个 参考 系 S 及 S' ,前 者 是 静止 不 动 的 ,后 者 相对 于 前 者 作 匀 速 直 
线 运动 . 如 果 有 两 个 观察 者 A 和 B, 分 别处 于 S 及 S' 系 中 观察 同一 物体 (质点 ) 
的 运动 ,那么 他 们 所 得 到 的 结果 ,彼此 间 有 何不 同和 联系 呢 ? 

要 观察 物体 的 运动 ,总 得 要 进行 测量 , 即 测量 空间 距离 和 时 间 间 隔 . 现在 又 
发 生 了 一 个 问题 ,就 是 这 两 个 观察 者 所 观测 到 的 空间 距离 和 时 间 间 隔 ,会 不 会 因 
他 们 之 间 有 这 种 相对 运动 而 发 生 差 异 ? 根据 伽利略 和 牛顿 的 假定 ,这 两 个 观察 
者 用 事先 校准 好 了 的 仪器 ( 钟 和 尺 ) 进行 空间 距离 和 时 间 间 隔 的 测量 所 得 到 的 
结果 ,并 不 因 他 们 间 有 这 种 相对 运动 而 有 任何 差异 . 但 严格 说 来 ,这 只 有 在 低速 
情形 下 才 是 正确 的 . 当 物体 速度 高 到 和 光速 相近 时 ,上 述 假定 就 不 能 成 立 . 但 在 
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通常 情况 下 ,物体 运动 的 速度 远 比 光速 小 , 故 伽 利 略 .牛顿 的 假定 可 以 成 立 . 我 们 
在 这 本 《理论 力学 教程 ) 中 ,就 是 采用 了 这 种 假定 ,也 就 是 采用 了 经 典 力学 的 假 
定 . 关于 高 速 运动 的 物体 , 则 要 采用 爱 因 斯 坦 的 相对 论 . 

现在 让 我 们 先 研究 相对 于 “静止 "坐标 系 S 作 匀 速 直线 运动 的 参考 坐标 系 
5S' 的 运动 问题 ,也 就 是 相对 运动 中 最 简单 的 一 种 情况 . 

如 (xo,yo,z) 为 上 述 S' 系 的 原点 0' 在 某 一 瞬时 相对 于 S 系 原点 0 的 坐 
标 , 则 


二 O'Coyozo PPGcy 


人 0 20 

uo vo ,wo 为 S 系 对 S 系 的 相对 分 速度 , 均 为 定 
值 .如 P 代表 运动 质点 在 同一 瞬时 的 位 置 , 对 S 
系 而 言 , 其 坐标 为 (x,y,z) ,对 S' 系 而 言 ,其 坐标 dooo 
为 (x',y',z') , 则 由 图 1.3. 1(z 坐标 未 绘 出 ) , 知 

%=Mot+xX，7y=yo+y，z=20+2/ 图 1.3.1 
求 上 三 式 对 1 的 微 商 ,得 

X= ta uti =P + =00 +7 2=i0+2 =w +2" 
写成 矢量 形式 , 则 为 

了 = (1.3.1) 

我 们 通常 把 物体 相对 于 “静止 "参考 系 S 的 运动 叫做 “绝对 "运动 ,所 以 物体 
相对 于 S 系 的 运动 速度 v, 就 叫做 “绝对 "速度 . 把 物体 相对 于 运动 参考 系 S' 的 运 
动 叫做 相对 运动 ,所 以 物体 相对 于 运动 参考 系 S' 的 运动 速度 v' 就 叫做 相对 速 
度 . 至 于 物体 随 S' 系 一 道 运 动 而 具有 相对 于 S 系 的 运动 , 则 叫做 牵连 运动 ,所 以 
物体 被 $' 系 " 牵 带 "着 一 同 运动 的 速度 , 亦 即 S' 系 相对 于 S 系 的 速度 wm 就 叫做 
牵连 速度 . 即 “ 绝 对 "速度 等 于 牵连 速度 与 相对 速度 的 矢量 和 (图 1. 3. 2). 这 个 
关系 , 当 对 于 运动 参考 系 作 加 速 直线 运动 或 一 般 平 动 时 仍 正确 . 

[ 例 1] 某 人 以 4km/h 的 速率 向 东方 前 进 时 ,感觉 风 从 正 北 吹 来 ;如 将 速率 增加 一 倍 , 则 
感觉 风 从 东北 方向 吹 来 . 试 求 风速 及 风向 . 


» 
v” 多 
了 
vo, J 入 
4 oF Ea 
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[ 解 ] 取 坐 标 系 S 固着 在 地 面 上 ,S' 系 则 固着 在 人 身上 ,并 令 x 轴 指 向 东方 ,y 轴 指 向 北 
方 ,如 图 1.3.3 所 示 . 在 图 1.3.3(a) 中 ,人 前 进 的 速度 生 是 牵连 速度 ;而 v' 则 是 人 以 4km/h 的 
速率 向 东方 前 进 时 感觉 到 的 风 的 速度 ,应 为 相对 速度 ;至 于 w, 则 为 风 相对 于 地 面 的 速度 , 即 
绝对 速度 . 由 式 (1.3. 1) , 知 v=4i+v', 写 成 分 量 形式 则 为 
» Seg } a 
v, = vsing = 一 中 
在 图 1.3.3(b) 中 ,牵连 速度 (人 前 进 速度 ) 是 8i,w' 则 是 相对 速度 , 即 人 以 8km/h 的 速率 
向 东方 前 进 时 所 感觉 到 的 风 的 速度 ;至 于 v 则 仍 为 绝对 速度 . 因 绝 对 速度 等 于 相对 速度 与 牵 
连 速度 的 矢量 和 ,而 在 此 情形 下 
v= 8 (2) 
写成 分 量 形式 则 为 
i ee = et } G3) 
v, = - vsing = - v'sin45° 
由 (1) 及 (3) 两 式 , 得 
ph = 4 04) 
vsing =v 
veos0 = 8 — vcos45° 
vsing = v'sin45° } 人 
解 上 面 的 两 方程 组 ,得 
v =4/2km/h 
0 =45° 
故 知 风 的 绝对 速率 为 42km/h, 它 和 x 轴 的 夹 角 0 为 45°, 即 风 是 从 西北 方向 吹 来. 
[ 例 2] 小 船 被 水 流 冲 走 后 , 用 一 绳 将 它 拉 回 岸 边 4 点 . 假定 水 流速 度 w 沿 河 宽 不 
变 ,而 拉 绳子 的 速度 则 为 m. 如 小 船 可 以 看 成 一 个 质点 , 求 小 船 的 轨迹 (图 1.3.4). 


图 1.3.4 


[ 解 ] 因 船 沿 径 向 的 绝对 速度 为 -om ,其 方向 与 位 矢 r 的 方向 相反 ,而 水 的 牵连 速度 沿 重 
直 于 方向 (9 增加 的 方向 ) 的 分 量 为 -vising , 故 得 


他 ( 径 向 绝对 速度 ) = - (1) 


7 鸳 ( 模 向 绝对 加 度 ) = -vsinp (2) 
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两 式 相 除 , 得 于 = 全 csepdy (3) 
积分 ,得 lnr = In( tan 纪 ) +C (4) 
即 lnr = In(tan‘a) + C 3 
二 
式 中 Re (6) 
设 初始 条 件 为 r=m，a= ao 
代入 (5) 式 ,得 
C = lnr -In(tantao) (7) 
把 (7) 式 代 入 (5) 式 ,得 
im 一 = In(tantacotao) 
mo 
所 以 r = mocottaotanta (8) 


这 就 是 所 求 船 的 轨迹 方程 
(2) 绝对 加 速度 .相对 加 速度 与 牵连 加 速度 


对 相对 于 S 系 作 匀 速 直线 运动 的 参考 系 S' 而 言 , mw 是 常 矢量 . 故 求 式 
(1.3.1) 对 时 间 的 微 商 , 得 


=0, 即 
a=a’ (1.3.2) 

这 是 可 以 理解 的 ,因为 参考 系 S' 是 作 匀 速 直 线 运 动 的 , 它 没有 加 速度 ,所 以 在 S' 系 
中 所 观察 到 的 物体 的 加 速度 e' 和 在 $ 系 中 所 观察 到 的 物体 的 加 速度 a 应 该 相同 . 

如 果 参 考 系 5S' 相 对 于 S 系 作 加 速 直线 运动 ,情况 就 不 同 了 . 因 对 速度 来 讲 ， 
式 (1.3.1) 还 是 成 立 的 . 故 求 式 (1.3.1) 对 时 间 的 微 商 ,并 注意 w 不 是 常 矢量 ， 
则 得 

唐 = 训 + 六 

即 a=ac+a’ (1.3.3) 
跟 速度 一 样 ,a 叫绝 对 加 速度 ,是 质点 (物体 ) 相 对 于 S 系 的 加 速度 ;a' 叫 相对 加 
速度 ,是 质点 相对 于 S' 系 的 加 速度 ;至 于 a。 则 是 5S' 系 相对 于 S 系 的 加 速度 , 亦 即 
质点 被 S' 系 " 带 着 "一 起 运动 时 获得 的 加 速度 , 称 为 牵连 加 速度 . 所 以 ,在 相对 于 
S 系 作 加 速 直线 运动 的 参考 系 $' 中 观察 质点 的 运动 时 ,质点 的 加 速度 a' 和 在 S 
系 中 所 观察 到 的 a 不同, 它们 之 间 的 关系 ,由 式 (1.3.3) 给 出 , 即 绝对 加 速度 等 
于 牵连 加 速度 与 相对 加 速度 的 矢量 和 , 跟 绝对 速度 .相对 速度 .牵连 速度 之 间 的 
关系 一 样 . 
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$1.4 质点 运动 定律 


(1) 牛顿 运动 定律 


前 面 所 讲 的 都 是 质点 运动 学 的 内 容 , 它 只 描述 质点 如 何 运动 ,不 深入 运动 的 
本 质 , 不 揭示 运动 的 内 在 规律 ,不 能 阐明 在 什么 条 件 下 将 发 生 什么 样 的 运动 . 动 
力学 则 是 在 运动 学 的 基础 上 ,进一步 研究 引起 质点 运动 状态 发 生变 化 的 原因 . 现 
在 ,我 们 就 来 研究 质点 动力 学 . 

牛顿 运动 定律 是 经 典 动力 学 的 基础 . 它 是 牛顿 根据 劳动 人 民 在 长 期 生产 斗 
争 中 对 机 械 运动 规律 的 认识 和 以 前 许多 科学 家 的 研究 成 果 , 再 加 上 他 自己 的 长 
期 观察 .实验 和 研究 所 作出 的 科学 总 结 . 宏观 低速 物体 的 机 械 运动 ,都 可 根据 牛 
顿 运动 定律 进行 解 算 , 所 以 牛顿 运动 定律 在 经 典 力 学 中 占有 非常 重要 的 地 位 ， 

现在 让 我 们 扼要 表述 一 下 牛顿 运动 三 定律 的 内 容 : 

牛顿 第 一 定律 ”任何 物体 (质点 ) 如 果 没 有 受到 其 他 物体 的 作用 ,都 将 保持 
静止 或 匀速 直线 运动 状态 . 也 就 是 说 :物体 如 果 不 受 其 它 物体 的 作用 , 它 的 速度 
将 保持 不 变 . 

物体 在 不 受 其 他 物体 作用 时 保持 运动 状态 不 变 的 这 种 性 质 , 叫 做 惯性 ,是 物 
质 的 一 种 固有 属性 ,所 以 牛顿 第 一 运动 定律 又 叫 惯性 定律 . 

牛顿 第 二 定律 ” 当 一 物体 (质点 ) 受 到 外 力作 用 时 ,该 物体 所 获得 的 加 速度 
和 外 力 成 正比 ,和 物体 本 身 的 质量 成 反比 ,加 速度 的 方向 和 外 力 的 方向 一 致 . 

物体 间 的 相互 作用 叫做 力 , 力 可 使 物体 得 到 加 速度 与 形变 . 物体 的 质量 则 是 
物体 惯性 大 小 的 量度 . 如 果 令 F 代表 作用 在 质点 上 的 合 外 力 ,m 代表 质点 的 质 
量 ,a 代表 质点 的 加 速度 , 则 在 适当 选择 单位 后 ,牛顿 第 二 运动 定律 的 数学 表达 
式 可 写 为 


[Fr=w | (1.4.1) 

在 国际 单位 制 (S1) 中 ,mm 的 单位 为 kg( 千 克 ) ,a 的 单位 为 m/s*( 米 每 二 次 方 
秒 ) ,而 F 的 单位 则 为 N( 牛 顿 )、 

牛顿 第 三 定律 ” 当 一 物体 A 对 另 一 物体 B 有 一 个 作用 力 F, 的 同时 , 另 一 
个 物体 B 同时 也 对 该 物体 A 有 一 个 反作用 力 F, ,作用 力 与 反作用 力 的 量 值 相 
等 ,方向 相反 ,并且 在 同一 直线 上 , 即 

F,=-F, (1.4.2) 

作用 力 与 反作用 力 施加 在 两 个 不 同 物体 上 ,它们 互 以 对 方 的 存在 为 自己 存 
在 的 前 提 . 它们 同时 产生 ,同时 消灭 ,相互 依存 ,形成 对 立 的 局 面 ,它们 是 力学 中 
普遍 存在 的 一 种 矛盾 . 
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(2) 相对 性 原理 


我 们 知道 :研究 物体 的 运动 时 , 先 要 选 定 参考 系 . 在 运动 学 中 ,参考 系 可 以 任 
意 选 择 , 视 研究 的 方便 而 定 . 但 在 动力 学 中 ,应 用 牛顿 运动 定律 时 ,参考 系 就 不 能 
任意 选择 ,因为 牛顿 运动 定律 不 是 对 任何 参考 系 都 成 立 的 . 

牛顿 运动 定律 能 成 立 的 参考 系 叫做 惯性 参考 系 . 要 决定 一 个 参考 系 是 不 是 
惯性 参考 系 ,只 能 依靠 观察 和 实验 . 根据 天 体 运动 的 研究 ,人 们 发 现 : 如 果 我 们 选 
择 这 样 一 个 参考 系 , 即 以 太阳 中 心 为 原点 ,以 指向 任 一 恒星 的 直线 为 坐标 轴 , 那 
么 所 观测 到 的 许多 天 文 现象 ,都 和 根据 牛顿 运动 定律 和 万 有 引力 定律 推出 的 结 
论 较 好 地 符合 ,所 以 这 个 参考 系 是 精确 程度 很 高 的 惯性 参考 系 . 实验 又 表明 :地 
球 上 的 物体 相对 于 地 球 的 运动 并 不 完全 遵守 牛顿 运动 定律 ,所 以 地 球 不 是 惯性 
参考 系 . 不 过 ,这 种 偏差 一 般 是 比较 微小 的 . 因此 ,我 们 常常 可 以 把 地 球 看 做 近似 
程度 相当 好 的 惯性 参考 系 . 但 在 要 求 精确 程度 很 高 的 问题 中 ,我 们 就 不 能 把 地 球 
当 作 惯 性 参考 系 了 . 

牛顿 运动 定律 不 能 成 立 的 参考 系 ,叫做 非 惯性 参考 系 . 关于 非 惯性 参考 系 的 
动力 学 问题 ,我 们 将 在 $ 1.6 及 第 四 章 中 讨论 . 

除了 我 们 上 面 所 讲 的 以 外 ,还 有 没有 其 它 的 惯性 参考 系 呢 ? 让 我 们 来 考察 
一 下 ,我 们 大 家 都 可 能 有 这 样 的 经 验 : 坐 在 平稳 地 作 匀 速 直线 运动 的 车 采 里 ,如 
果 不 看 窗外 ,就 无 法 断定 车 有 是 在 运动 还 是 在 静止 . 伽利略 在 观察 一 个 封闭 船舱 
内 所 发 生 的 现象 时 , 曾 做 过 一 些 实验 . 他 说 :“ 只 要 船 是 作 勾 速 直 线 运动 ,那么 在 
这 里 所 发 生 的 一 切 现象 ,你 都 观察 不 出 有 丝毫 的 改变 ,你 也 不 能 根据 任何 现象 来 
判断 船 究 竟 是 在 运动 还 是 在 停止 着 . "这 里 ,我 们 是 把 地 球 作为 惯性 参考 系 , 根 
据 上 面 的 讨论 ,这 还 是 可 以 的 . 总 之 ,对 于 一 个 相对 于 惯性 参考 系 作 匀 速 直线 运 
动 的 参考 系 , 它 的 内 部 所 发 生 的 一 切 力学 过 程 ,都 不 受 参考 系 本 身 匀速 直线 运动 
的 影响 . 或 者 说 :不 能 借助 任何 力学 实验 来 判断 这 样 的 参考 系 是 静止 还 是 作 匀 速 
直线 运动 . 这 一 原理 , 叫 力学 相对 性 原理 ,又 叫 伽利略 相对 性 原理 . 

按照 前 述 对 惯性 参考 系 的 了 解 ,可知 在 惯性 参考 系 中 所 发 生 的 力学 过 程 ,都 
遵守 牛顿 运动 定律 . 而 根据 力学 相对 性 原理 ,我 们 又 知道 ,在 所 有 相对 于 惯性 参 
考 系 作 匀 速 直 线 运动 的 参考 系 中 的 力学 过 程 所 遵从 的 规律 ,都 与 相对 于 静止 参 
考 系 时 完全 一 样 . 这 也 就 是 说 :在 这 些 参考 系 中 的 力学 过 程 都 遵从 牛顿 运动 定 
律 . 因此 得 出 结论 :相对 于 惯性 参考 系 作 匀 速 直 线 运 动 的 一 切 参考 系 都 是 惯性 参 
考 系 . 

人 牲 利 略 相对 性 原理 在 爱 因 斯 坦 相 对 论 中 得 到 了 推广 ,并 称 为 爱 因 斯 坦 相 对 
性 原理 , 即 一 切 惯性 参考 系 对 所 有 的 物理 过 程 (包括 电磁 的 、 光 学 的 ) 都 是 等 价 
的 . 关于 爱 因 斯 坦 相对 性 原理 ,我 们 不 准备 进行 深入 的 讨论 . 
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$1.5 质点 运动 微分 方程 


(1) 运动 微分 方程 的 建立 

根据 牛顿 运动 第 二 定律 ,质点 的 加 速度 和 受到 的 作用 力 成 正比 . 而 作用 力 一 
般 说 来 可 表 为 位 和 撩 r、 速 度 r 及 时 间 上 的 函数 . 

牛顿 第 二 定律 式 (1.4. 1) 通 常 可 用 运动 微分 方程 写 出 . 这 种 运动 方程 也 叫 
动力 学 方程 . 质点 运动 的 微分 方程 可 写 为 

站 了 = 下 (rrt) (Li) 

质点 如 果 不 受 任何 约束 9 而 运动 , 则 叫 自由 质点 . 这 时 它 的 位 置 需 用 三 个 独 

立 的 变数 表 出 . 如 用 直角 坐标 系 , 则 式 (1. 5. 1) 可 写成 三 个 标量 微分 方程 如 下 : 


| 
my P(r i yy (1.5.2) 


mz =F,(x,y,23% ,7 ,2 34) 


式 中 F,、\F,、F, 是 作用 在 质点 上 的 合 外 力 F 在 三 坐标 轴 上 的 投影 ,当然 也 是 坐 
标 、 速 度 和 时 间 的 函数 . 式 (1. 5.2) 中 的 每 一 个 方程 ,都 是 二 阶 常 微分 方程 ,这 微 
分 方程 组 的 解 中 将 有 六 个 积分 常数 出 现 . 此 六 个 积分 常数 可 由 质点 的 初始 条 件 
决定 , 即 由 1=0 时 ,质点 的 初 位 置 *=x。o,y=yo ,z=zo。 和 初速 度 * =uo,y》 =v6，,2 = 
we 所 决定 . 
质点 如 作 直线 运动 , 则 可 取 该 直线 为 x 轴 ,于 是 运动 微分 方程 只 有 (1.5.2) 
中 的 第 一 式 存在 @. 同 理 , 如 质点 作 平 面 曲线 运动 , 则 可 取 运 动 平面 为 xy 平面 ， 
因而 式 (1.5.2) 中 只 有 前 两 式 存在 @. 解 算 平面 曲线 运动 问题 ,有 时 用 直角 坐标 
系 较 便 , 但 有 时 则 用 其 它 坐标 系 例如 平面 极 坐标 系 较 便 ( 例 如 行星 运动 问题 ). 
如 用 平面 极 坐标 系 , 则 由 式 (1.2. 13) , 知 质点 运动 微分 方程 可 写 为 
| 


m( 7 -mB )=F,(r,0;7 ,0 ;1) 
Cla3) 


m(rO +27 0)=F,(r,0;7 ,0 ;1) 


@ 约束 的 含意 参看 下 页 . 
@ 这 时 FF. 只 是 x、* :的 函数 . 
图 这 时 ,下 都 只 是 x,y, + ,》 和 + 的 函数 . 
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式 中 F, 及 F， 为 合 外 力 下 的 径 向 分 量 和 横向 分 量 . 

如 果 质 点 受到 某 种 约束 ,例如 被 限制 在 某 曲 线 或 曲面 上 运动 ,不 能 脱离 该 线 
或 该 面 而 作 任意 的 运动 并 占据 空间 任意 的 位 置 , 则 叫 非 自由 质点 . 此 时 该 线 或 该 
面 叫 约束 ,而 该 线 或 该 面 的 方程 则 叫做 约束 方程 . 

解 非 自由 质点 的 运动 (或 称 约束 运动 ) 问题, 一 般 都 是 将 约束 去 掉 , 而 代 之 
以 约束 反作用 力 , 从 而 把 它 当 成 自由 质点 . 约束 反作用 力 ,一 般 都 是 未 知 的 ; 跟 普 
通 的 力 不 同 , 它 不 完全 决定 于 约束 本 身 , 而 与 作用 在 质点 上 的 其 它 力 及 质点 本 身 
运动 状态 等 有 关 ; 而 且 , 单 靠 约 束 反 作用 力 本 身 , 并 不 能 引起 质点 的 任何 运动 . 所 
以 约束 反作用 力 常 称 为 被 动力 或 约束 力 ,不 是 约束 力 的 那些 力 称 为 主动 力 . 

约束 反作用 力 通 常 作用 在 质点 和 曲线 或 曲面 的 接触 点 上 . 在 无 摩擦 的 情况 
下 , 它 沿 着 曲线 或 曲面 的 法 线 ,而 在 有 摩擦 的 情况 下 , 则 和 法 线 成 一 定 角度 的 倾 
斜 . 如 令 下 代表 主动 力 ,R 代表 约束 反作用 力 , 则 质点 的 运动 微分 方程 为 

mr =F(r,i,t) +R (1.5.4) 

既然 R 也 是 未 知 的 ,因此 对 任何 坐标 系 而 言 , 上 述 方程 的 标量 方程 式 的 数目 , 均 
少 于 未 知 数 的 数目 ,所 以 还 要 另外 加 入 约束 方程 才能 求解 . 

解 线 约束 问题 ,通常 用 内 裹 方程 比较 方便 . 设 质 点 在 已 知 主动 力 下 的 作用 
下 , 沿 光 滑 的 空间 曲线 48 运动 (图 1.5.1) , 则 把 式 (1.5.4) 投 影 到 切线 方向 e,、 
主 法 线 方向 e,( 指 向 曲线 凹 方 为 正 ) 及 副 法 线 &a% 方 向 上 ( 副 法 线 的 正 向 e, 与 6,、 
e,, 形 成 一 右手 坐标 系 ) ,就 得 到 


dv ~ | 
[| 
和 | (1.5.5) 


L 
这 些 方程 中 的 第 一 个 方程 给 出 运动 规律 ,而 第 
二 和 第 三 个 方程 则 决定 约束 反作用 力 . 由 此 可 
见 , 用 内 豪 方程 解 光 滑 线 约束 问题 时 ,运动 规 
律 和 约束 反作用 力 可 以 分 开 解 算 , 这 显然 是 一 个 很 大 的 优点 . 当然 , 解 算 约束 反 
作用 力 时 ,要 利用 约束 方程 来 求 轨道 的 曲率 半径 p, 所 以 约束 方程 还 是 要 知道 才 


行 . 如 光滑 平面 线 约束 的 约束 方程 ( 即 曲线 方程 ) 为 -1(9) , 则 二 = 


,dy dy 
式 中 7 SS 
如 为 不 光滑 的 线 约束 , 则 式 (1. 5.5) 中 第 一 式 的 右 方 ,应 加 上 摩擦 力 /, 它 的 


方向 和 质点 运动 方向 相反 , 量 值 等 于 jyR, 式 中 必 为 摩擦 因数 ,R=VRi+RI. 


图 1.5.1 


22 第 一 章 质点 力学 


(2) 运动 微分 方程 的 解 


力学 中 的 运动 定律 反映 了 物体 机 械 运 动 的 普遍 规律 . 但 是 ,各 种 不 同 问题 又 
带 有 不 同 的 特殊 性 ,因此 对 于 具体 问题 必须 进行 具体 的 分 析 , 即 必须 弄 清 它 的 特 
殊 性 . 对 于 力学 问题 来 讲 ,就 必须 首先 弄 清 它 的 受 力 情况 ,明确 哪些 力 是 已 知 的 
(包括 量 值 和 方向 ) ,需要 求解 的 是 哪些 物理 量 , 并 作出 草图 . 

质点 不 受 任何 约束 而 作 自 由 运动 ,这 种 情况 并 不 普遍 ,大 量 质点 动力 学 问题 
都 是 研究 受 有 约束 的 非 自 由 质点 的 运动 问题 . 若干 质点 受 约束 而 连 在 一 起 的 运 
动 问题 ,本 是 质点 组 的 动力 学 问题 ,但 这 时 如 能 对 每 一 质点 作出 单独 草图 , 常 能 
把 它 化 为 质点 动力 学 问题 . 所 以 对 这 类 问题 在 作出 总 的 草图 以 后 ,还 要 再 就 每 一 
质点 作出 单独 的 草图 , 即 用 所 谓 隔离 物体 法 ,分 别 对 每 一 质点 进行 受 力 情况 和 运 
动情 况 的 分 析 . 即使 是 单个 质点 ,作出 它 和 周围 物体 (例如 地 球 ) 分 开 的 隔离 体 
图 也 是 十 分 有 用 的 . 

由 于 牛顿 运动 定律 的 数学 表达 式 是 矢量 式 [ 见 方程 (1. 5. 1) ] ,在 解 算 具体 
问题 时 , 它 不 便 给 出 具体 的 结果 . 因此 ,在 具体 分 析 后 ,还 要 根据 问题 的 性 质 , 选 
取 适 当 的 坐标 系 , 规 定 每 一 质点 的 坐标 ,然后 写 出 每 一 质点 的 分 量 形式 的 动力 学 
方程 . 

在 理论 力学 中 我 们 遇 到 的 问题 ,一 般 是 受 变 力 而 运动 的 问题 ,运动 方程 一 般 
是 二 阶 常 微分 方程 组 . 因此 ,理论 力学 的 主要 任务 ,就 将 是 根据 具体 问题 进行 具 
体 分 析 后 ,建立 运动 微分 方程 组 ,然后 求解 这 些 方程 组 . 也 就 是 说 ,在 具体 分 析 以 
后 ,我 们 将 把 力学 问题 化 为 数学 问题 ;再 根据 题 给 的 起 始 条 件 来 解 出 这 些 方程 
组 ;最 后 ,还 要 对 所 得 的 结果 加 以 分 析 , 阐 明 它们 的 物理 含义 . 在 某 些 情况 下 ,所 
得 到 的 某 些 结果 ,可 能 不 符合 物理 情况 , 则 应 将 其 弃 去 . 总 之 ,解决 力学 问题 不 应 
只 满足 于 解 出 数学 方程 的 结果 ,还 要 讨论 它 的 物理 实质 ,这 样 才 是 对 于 一 个 物理 
问题 的 完满 解答 . 

上 面 我 们 曾经 讲 过 ,作用 在 质点 上 的 力 ,一 般 是 位 置 .速度 和 时 间 的 函数 ,这 
种 微分 方程 组 的 求解 ,可 能 相当 困难 . 但 在 有 些 具 体 问题 中 , 力 常常 只 是 其 中 某 
一 个 变 基 的 函数 . 这 样 ,求解 问题 就 变 得 简单 得 多 . 下 面 我 们 举 几 个 实际 问题 , 作 
为 示范 . 

I .自由 电子 在 沿 * 轴 的 振荡 电场 中 的 运动 一 一 力 只 是 时 间 4 的 函数 . 

设 电子 速度 其 小 于 光速 . 在 本 问题 中 , 沿 * 轴 的 电场 强度 为 


E, = Eocos(wt + 0) (1.5.6) 

而 电子 所 受 的 力 则 为 
=- eE, =- eE,cos(wt + 9) GAS 
式 中 -e 为 电子 所 带 的 电荷 ,E 为 电场 强度 的 最 大 值 ,w 为 角 频 率 ,9 为 初 相 . e、 
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Eu w 和 8 都 是 常数 . 
根据 牛顿 运动 定律 ,电子 运动 的 微分 方程 为 
Ma pcd or ti0) (1.5.8) 
de dt 


Ea 
de dr 


式 中 m 为 电子 的 质量 ,v 为 电子 在 任 一 瞬时 的 速度 . 显然 ,o= 笃 , 故 
把 式 (1.5.8) 乘 以 dt, 并 积分 ,得 
eEo 
v=-—sin(wt +0) +C, 
mo 
设 起 始 条 件 是 : 当 :=0,z=m, 代 入 上 式 , 则 得 
Cl = + Boing 
mw 
所 以 v= + baing - see a + 0) 
mw mw 


青 积分 ,并 设 起 始 条 件 为 :=0,x=x。 ,得 


Ecos0 p E, 
x = xo 一 a Ca 内 (» + ssing) (2 ocos( wt + 0) 
me mo me 
(1.3:9) 
如 电子 起 始 时 ,在 x。=0 处 是 静止 的 , 则 
FE. E. 
凡生 Ce + esing) We Scos(wt + 0) (1.5.10) 
mw mo me 


在 实际 问题 中 , 当 无 线 电波 在 含有 高 密度 自由 电子 的 电离 层 中 传播 时 ,就 跟 
上 面 所 讨论 的 情况 极其 相似 . 与 角 频 率 为 w 的 无 线 电波 相 缔 合 的 是 由 上 面 的 式 
(1.5.6) 所 表 出 的 电场 . 在 式 (1. 5.9) 中 的 振荡 项 具有 与 式 (1. 5.6) 相 同 的 角 频 
率 w, 且 与 起 始 条 件 无 关 . 至 于 式 (1.5.9) 中 的 非 振荡 项 , 则 与 起 始 条 件 有 关 , 故 
当 波 抵达 时 ,它们 影响 着 每 一 自由 电子 的 细致 运动 . 这 些 项 对 波 的 传播 特性 无 贡 
献 ,只 能 影响 波 到 达 的 前 沿 位 置 . 因 电子 带 负电 , 故 电 极 化 强度 与 电场 强度 的 位 
相 相反 . 由 于 这 个 缘故 ,使 电离 层 的 介 电 常量 小 于 1. 这 与 在 低频 下 正常 的 介 电 
常数 不 同 , 那 时 它 总 是 大 于 1 的 . 

开 . 在 具有 阻力 的 介质 中 运动 的 抛射 体 一 一 力 只 是 速度 的 函数 . 

抛射 体 通常 都 是 在 空气 中 运动 的 ,在 运动 中 总 要 受到 空气 阻力 的 作用 . 下 
面 , 我 们 将 研究 地 射 体 在 具有 阻力 的 介质 中 的 运动 问题 . 我 们 知道 :在 实际 问题 
中 ,我 们 常常 要 研究 子弹 或 炮弹 在 离开 枪 管 或 炮 简 后 的 运动 问题 . 但 子弹 或 炮弹 
在 离开 枪 管 和 炮 简 后 ,都 是 以 一 定 的 初速 度 在 空气 阻力 及 重力 作用 下 运动 的 抛 
射 体 . 由 于 空气 阻力 非常 复杂 ,抛射 体 本 身 又 具有 一 定 的 大 小 ,并 不 能 简单 地 把 
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它 当 作 质 点 看 待 , 因 此 ,研究 空气 中 抛射 体 的 运动 问题 ,也 就 非常 复杂 . 

详细 研究 空气 中 抛射 体 的 运动 问题 ,属于 一 项 专门 的 学 科 , 叫 做 腔 外 弹道 
学 . 我 们 在 这 里 只 简单 地 介绍 一 下 处 理 这 类 问题 的 大 概 情形 . 

把 抛射 体 看 作 一 个 质点 , 它 在 空气 中 所 受到 的 阻力 可 认为 只 与 速度 及 空气 
的 密度 有 关 . 如 果 空 气 的 密度 改变 不 大 , 则 空气 的 阻力 将 简化 为 只 与 抛射 体 的 速 
度 有 关 , 因 此 空气 的 阻力 RR 可 写 为 R(v). 

抛射 体 在 介质 中 的 运动 是 一 个 平面 问题 , 即 沿 着 一 平面 曲线 行进 . 至 于 阻力 
RR 的 方向 , 则 总 是 沿 着 轨道 的 切线 ,并 与 运动 的 速度 v 反 向 (图 1.5.2). 今 R 的 
量 值 既 然 认 为 只 是 v 的 函数 , 则 解 此 类 问题 ,一 般 用 内 店 方 程 较为 方便 . 由 式 
(1.5.5) ,我 们 得 抛射 体 的 运动 微分 方程 为 


(1.5.11) 


式 中 p 为 轨道 的 曲率 半径 ,0 为 轨道 切线 ( 即 的 方向 ) 和 4 轴 间 的 夹 角 . 因 p>0 
而 蝇 <0, 故 


p= 名 而 j=。 学 ， 
故 由 (1.5. 11) 中 两 式 消去 ds, 即 可 得 到 
1 dv _R(v) + mgsing 
vd mgcos0 OEE 
如 果 式 (1.5. 12) 的 解 为 
v=/(0) A 


则 
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dx dzd A 
天 = 宇 量 = -Pool= -= 

12 
时 = 烛 吉 = -osing= -0 -= -AO ang (1.5.14) 
di_ dds_ _p__vecg_ 及 b)secg 
dg ds d6 v 8 六 


在 (1.5.14) 诸 式 中 ,x、y 及 1 都 是 参数 9 的 函数 , 故 只 要 f/(9) 为 已 知 ,我 们 就 
可 以 求 出 运动 规律 ,并 确定 轨道 . 
如 果 速 度 较 小 , 则 可 近似 地 认为 阻力 R 只 与 速度 v 的 量 值 成 正比 , 即 
R=-bv 区 
于 是 问题 可 改 用 直角 坐标 系 来 进行 解 算 . 设 抛射 体 在 xy 平面 内 运动 , 则 其 运动 
微分 方程 为 


d 
党 =-b 
(1.5.16) 
dv, y 
m= mg Vv. 


式 中 比例 系数 5 叫做 阻力 系数 , 它 由 介质 的 性 质 和 物体 的 形状 所 决定 . 
设 当 41=0,v,=vo,v,=vw, 则 对 式 (1. 5. 16) 进行 一 次 积分 后 , 即 得 到 式 
(1.5.16) 的 积分 为 


5 1.5.17) 
| 
把 式 (1.5.17) 中 的 两 式 再 积分 一 次 ,并 设 :=0,y=0,x=0, 则 得 
mv 村 
x#= (1 -et) 
, (1.5.18) 
消去 +, 即 得 轨道 方程 为 
{mg ro) > En mr 
(Ca + 划 和 天 eg CA 
如 果 阻 力 很 小 或 距离 很 短 , 即 
访 
el 
mo 
则 把 (1.5. 19) 式 展 为 级 数 后 ,可 得 
EE eR (1.5.20) 
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故 轨道 开始 时 昌 近 似 于 抛物 线 ,但 当 * 值 逐 渐 增 大 时 ( 取 v. 为 正 ) ,轨道 的 形状 
也 就 逐渐 与 抛物 线 的 形状 越 差 越 大 了 . 由 式 (1. 5. 19) 还 可 看 出 , 当 * 趋向 于 一 2 


时 ,y 趋向 于 负 无 穷 大 , 即 轨道 在 x= 二 迪 处 变 成 竖 直 直线 ， 


当 抛 物体 的 速度 接近 枪弹 的 速度 时 ,R 与 "的 正比 关系 已 经 不 再 适用 . 如 为 
低速 炮弹 ,可 以 认为 R 与 成 正比 ; 当 速 度 接近 声速 时 ,R 与 ”正比 的 关系 又 不 
再 适用 . 一 般 讲 来 ,R 与 "的 关系 ,不 能 用 简单 的 函数 关系 表示 出 ,所 以 确定 轨道 
也 就 非常 困难 ,只 能 用 图 解法 或 近似 法 求 之 . 

亚 . 三 维 谐振 动 一 一 力 只 是 坐标 的 函数 

这 类 问题 ,可 以 用 原子 在 晶体 点 阵 中 的 运动 作为 代表 . 在 简单 情况 下 , 力 只 
是 坐标 x,y.z 的 函数 , 且 可 互相 分 开 , 故 其 运动 微分 方程 可 写 为 


mi = F, =— kx 
my =F, = k,y (1.5.21) 
mz = F, =— kz 


式 中 m 是 原子 的 质量 ,k,、k,、k, 是 比例 系数 , 常 称 为 劲 度 系数 . 本 问题 从 物理 上 
讲 ,是 三 维 谐振 动 问题 . 但 据 式 (1. 5. 21) ,显然 数学 上 可 分 为 三 个 独立 方程 来 
解 由 于 式 (1. 5. 21) 的 右 方 特别 简单 , 故 由 微分 方程 ,可 立即 用 正弦 函数 和 余弦 
函数 表示 出 它们 的 解 . 在 力学 中 , 力 只 是 坐标 的 函数 这 类 问题 是 比较 常见 的 ,所 
以 我 们 这 里 较 详细 地 用 通常 的 两 次 积分 法 来 求解. 
式 (1.5.21) 中 的 第 一 式 可 改写 为 
kk 


ET 
= (1.5.22) 


式 中 =、 三 是 入 频率 用 2% 分 别 乘 式 (1. 5. 22) 的 两 侧 , 得 


227 =— 2 zx 
积分 后 得 
-w+ = 有 于) (1.5.23) 
式 中 4. 和 C, 都 是 常数 , 且 C, =w? 生 , 可 由 起 始 条 件 决定 . 
把 式 (1. 5.23 ) 两 侧 开 方 后 ,分离 变数 ,得 
dx 


pp i ry 


(4: - x) 


积分 后 得 
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arcsin 完 =w.t+C, 
x=A,sin(w,t + C,) 
或 x=A,cos(w,t + 0.,) (1.5.24) 
式 中 0. 是 另 一 积分 常数 , 仍 由 起 始 条 件 决 定 . 式 (1. 5. 24) 代 表 谐 振动 方程 . 由 于 
余弦 函数 的 值 正 负 交替 , 故 x 及 %* 的 值 亦 正 负 交替 ,所 以 开 方 后 的 正 负 号 都 有 
式 (1.5.21) 中 其 他 两 式 ,可 按 同样 方法 求 出 . 故 式 (1. 5. 21) 的 全 部 解答 为 


不 
X=Acos(wt + 0.),o. = |/ 一 
Nm 
各 (1.5.25) 
Y=A,cos(w,t +0,),w,= ,| 一 “>. 
m 
k, 
z=Ah.cos(w,t +0,),w,=,/— 
Nn 


式 中 六 个 积分 常数 4.,4,,4.;9.,0, ,09, 均 可 由 起 始 条 件 zx ya,zaizoyo,ze 决 
定 . 4,,4, 和 4, 代表 振动 的 振幅 , 即 *,y,z 的 最 大 值 , 而 9, ,9, ,0, 则 为 初 相 . 
如 角 频 率 w,,w,,w, 是 可 通 约 的 , 即 对 某 一 组 整数 (n, ,n, ,n,) 来 讲 ， 


WwW W, 9 


ee (1.5.26) 


本 
则 质点 在 空间 的 路 径 将 是 闭合 的 ,而 运动 则 是 周期 性 的 . 如 这 一 组 (nnvvn,) 之 
间 并 无 公共 因子 , 则 运动 周期 为 


2 2 
27n, Tny _ 2nn, (1.5.27) 


他 三 
@， 中 


在 一 周期 中 ,坐标 * 作 次 振荡 ,坐标 y 作 mw 次 振荡 ,而 坐标 则 作 n, 次 振荡 . 
在 一 周期 完了 时 ,质点 回复 到 起 始 的 位 置 和 速度 . 

在 二 维 问题 中 ,如 对 角 频 率 w. 及 w, 的 不 同 组 合 和 不 同 的 初 相 0, 及 9,, 把 
振荡 质点 的 运行 路 径 描绘 出 来 , 则 可 得 到 许多 美丽 而 有 趣 的 图 样 ,叫做 李 萨 如 图 
形 (图 1.5.3). 此 项 图 样 ,可 用 一 下 端 附 有 尖 针 (或 装 有 细 沙 的 小 漏斗 ) 的 Y 形 
摆 , 在 沙盘 (或 白 纸 ) 上 绘 出 ,这 是 一 种 机 械 方法 . 同样 的 图 样 ,用 适宜 的 振荡 电 
压 , 在 阴极 射线 示波器 上 进行 水 平和 垂直 扫描 , 亦 能 得 出 . 如 为 一 维 问题 , 那 就 是 
通常 的 线性 谐振 子 . 

以 上 所 讲 的 三 种 情况 ,是 比较 简单 的 (但 也 是 最 常见 的 ) 运动 微分 方程 . 在 
力学 中 ,还 有 一 些 比较 一 般 的 情况 ,就 是 力 是 两 个 甚至 三 个 变量 的 函数 ,例如 受 
人 迫 振 动 问题 . 在 不 考虑 介质 阻力 的 情况 下 , 力 是 两 个 变量 (坐标 和 时 间 ) 的 函数 ; 
如 果 考 虑 阻力 , 力 就 是 三 个 变量 (坐标 .速度 和 时 间 ) 的 函数 了 . 对 于 这 类 问题 中 
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4 
x x 
=, w= 20, 
了 了 》 
x 
30,=20, 3w,=5o， 
图 1.5.3 


简单 的 一 维 运动 , 它 的 运动 微分 方程 常 具有 如 下 的 
形式 : R 
mx =— bx -kx+ F(t) (1.5.28) 
式 中 的 m 是 质点 的 质量 ,-bx 为 介质 阻力 , -hx 为 弹 
性 力 , 而 F(t) 则 是 驱动 力 . 在 电磁 学 中 ,一 个 含有 电 图 1.5.4 
感 工 ,电阻 R 和 电容 C 的 串联 电路 ,如 果 电 路 中 还 
含有 外 加 的 电动 势 E(1) (图 1. 5.4) , 则 电路 中 的 电荷 9( 或 电流 i 所 满足 的 微 
分 方程 与 式 (1.5.28) 具 有 相同 的 形式 , 即 


LE +RY + Ee) (1.5.29) 

当 F(b) 或 有 (bt 等 于 零 时 ,方程 (1.5.28) 或 (1.5.29) 叫 做 二 阶 常 系数 线性 
齐 次 方程 ;如 果 F(t) 或 E(1) 不 等 于 零 , 则 叫 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 . 这 类 
方程 ,在 普通 物理 中 曾 遇 到 过 ,并 且 用 试探 法 求 出 它们 的 分 析 解 . 在 微分 方程 理 
论 里 ,对 它们 的 解法 有 更 一 般 的 讨论 ,这 里 我 们 就 不 详细 介绍 了 . 

在 力学 和 物理 学 中 ,有 时 也 还 会 遇 到 这 样 一 些微 分 方程 ,它们 无 法 求 出 分 析 
解 ,只 能 用 数值 计算 方法 求 出 它们 的 近似 解 ( 例 如 腔 外 弹道 问题 ). 数值 计算 方 
法 对 三 维 问题 来 讲 , 比 一 维 问题 繁 难得 多 ,甚至 要 使 用 大 型 电子 计算 机 才 行 . 

[ 例 1] 质量 为 mm 的 质点 ,在 有 阻力 的 空气 中 无 初速 地 自 离 地 面 为 的 地 方 坚 直下 落 . 
如 阻力 与 速度 正比 , 试 研究 其 运动 


$1.5 质点 运动 微分 方程 
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[ 解 ] 为 了 示范 起 见 , 我 们 在 解 这 问题 时 ,同时 列 出 解 题 步 又 . 对 于 初学 者 来 讲 ,注意 解 


题 步骤 和 思路 ,可 能 要 少 走 一 些 订 路 - 

解 力学 问题 一 般 可 按 下 述 七 个 步骤 进行 : 

(1) 理解 题 意 ， 已 知 空气 阻力 和 速度 的 一 次 方 成 正比 ,为 了 简化 演算 ， 

可 把 空气 阻力 写 为 mn, 式 中 上 为 常数 ,可 由 实验 方法 确定 . 阻力 与 运动 方向 相 
反 , 故 坚 直 向 上 . 此 外 ,质点 还 要 受到 重力 mg 的 作用 ,方向 又 直 向 下 ,现在 要 求 
的 ,是 质点 的 运动 情况 , 即 质点 在 任 一 时 刻下 落 的 速度 和 它 离 开 地 面 的 距离. 

(2) 作 草 图 结合 以 上 分 析 作 出 草图 ,如 图 1. 5. 5 所 示 . 

(3) 适当 选取 坐标 系 并 规定 质点 的 坐标 ”本 题 是 直线 运动 问题 , 故 只 需 一 
条 坐标 轴 及 一 个 坐标 . 今 取 质 点 落 至 地 面 时 的 那 点 0 为 原点 ,z 轴 竖 直 向 上 ,4 
为 质点 的 起 始 位 置 ,4 离 0 的 竖 直 距 离 为 在 任 一 时 刻 ,质点 尸 的 位 置 坐标 为 
,阻力 为 -mk ( 因 与 记 的 方向 相反 ) 

(4) 标 出 已 知 及 未 知 的 力 ,已 知 及 未 知 的 加 速度 ”本题 已 知 力 :重力 -mg 
( 竖 直 向 下 ) ;未 知 力 :阻力 -mh2 (与 异 号 ) ;未 知 加 速度 : 

(5) 写 出 质点 的 运动 微分 方程 ”由 以 上 的 分 析 , 根 据 牛 顿 运动 第 二 定律 写 
出 质点 的 运动 微分 方程 为 


mx = -mk -mg 
即 =- 如 -8& 
(6) 解 方 程 ”现在 来 解 微分 方程 (1). 令 x =#-&, 则 (1) 式 变 为 
e+ 多 =0 
积分 ,得 
€=Ce™ 
而 


因为 当 :=0 时 ,* =0( 起 始 条 件 ) , 故 


于 是 (4) 式 变 为 


NN 如 a 
a 
x Pd Pu e ') 


再 积分 ,并 利用 起 始 条 件 .=0,x=h, 得 


x =h+e(l-e*)-€, 
尼 k 


这 就 是 所 求 的 关系 . 


(1) 


(5) 


(6) 


(7) 


(7) 讨论 当时 间 逐 渐 增 加 时 , 迷 度 连 浙 接近 于 定 值 极限 过 度 ， 而 运动 几乎 是 匀速 
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直线 运动 . 这 是 因为 时 间 增 加 时 , 和 重力 相反 的 阻力 也 随 之 增加 ( 因 速度 随 着 时 间 逐 渐 加 
大 ) ,等 它 增加 到 和 重力 mg 相等 时 ,物体 等 于 没有 受到 外 力作 用 ,因而 作 匀 速 直线 运动 . 

[ 例 2] 在 例 ! 中 ,如 阻力 与 速度 平方 正比 , 试 研究 该 质点 的 运动 - 

[ 解 ] 本 问题 和 例 ! 类 似 ,只 是 阻力 应 写 为 mkrgx *( 因 物体 下 落 时 ,阻力 向 上 , 故 为 
正 ) , 式 中 忆 为 常数 ,可 由 实验 方法 确定 (把 比例 常数 写 为 mg 是 为 了 简化 演算 ). 此 时 运动 
微分 方程 为 (步骤 与 例 ! 相仿 , 故 从 略 ) 


mx = mkgi? -mg (1) 
即 
x =-g+kegr (2) 
令 
= (3) 
式 (2) 变 为 
Te = 好 (4) 
积分 ,得 反 双 曲 函 数 
arthké = - kgt + C, (5) 
因为 当 4=0,x* =0, 即 上 =0, 故 C,=0. 于 是 (5) 式 变 为 
arthké = ~ kgt 
始 = -th(kgt) 
即 
站 th(e (6) 


再 积分 ,并 利用 起 始 条 件 :=0,x=h, 得 
x = h -lin[ch(kg)] (7) 
kg 
这 就 是 我 们 所 要 求 的 关系 . 因为 当 :一 wm 时 ,th( kgt) 一 1, 故 物体 的 速度 由 零 逐 渐 增 大 ,但 以 定 
值 上 为 其 极限 . 极限 加 度 与 运动 物体 在 运动 垂直 方向 的 最 大 截面 积 有 关 . 例如 跳伞 者 自 飞机 


跳 下 ,如 张 开 降 落 伞 , 则 极限 速度 约 为 Sm/s, 而 不 张 开 降 落 伞 , 则 极限 速度 约 为 50m/s, 相 差 
10 倍 左右. 

[ 例 3] 小 环 的 质量 为 严 , 套 在 一 条 光滑 的 钢 索 上 , 钢 索 的 方程 式 为 =4ay. 试 求 小 环 自 
x=2a 处 自由 滑 至 抛物 线 顶 点 时 的 速度 及 小 环 在 此 时 所 受到 的 约束 反作用 力 . 

[ 解 ] 小 环 受 竖 直 向 下 的 重力 mg 及 约束 反作用 力 R,R 的 方向 应 沿 着 抛物 线 的 法 线 ， 
如 图 1. 5.6 所 示 . 

由 式 (1.5.5) ,可 写 出 小 环 在 任意 位 置 P 处 的 运动 微分 方程 : 


dv A 
m 时 = mgsing (1) 
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mo = 尺 - mgcosg (2) 
p 
因 由 由 出 ,由 
而 sing = - 开 


故 (1) 式 可 改写 为 mm 至 =-m& 开 


即 vdv =— gdy (3) 
积分 fas =- fady (因为 x = 2a,y = a) 
. 图 1.5.6 
由 此 得 v= Viag (4) 
这 就 是 小 环 由 x=2a 处 自由 滑 至 抛物 线 顶 点 时 的 速度 . 
又 x = 4ay 
.RN oy 
中 7 
在 抛物 线 顶 点 处 x=0, y=0,y'=0, -去 
而 二 = 一 | 六 | 洁 (参看 高 等 数学 教材 ) 
p (+y) 
即 此 处 二 = 二 (5) 
p “26 
又 由 (2) 式 得 
= (6) 
p 2a 


即 小 环 滑 到 抛物 线 项 点 时 ,所 受到 的 约 东 反作用 力 为 2mg. 


$1.6 非 惯性 系 动力 学 (一 ) 


(1) 在 加 速 平 动 参考 系 中 的 运动 


在 8$1.3 中 ,我 们 讲述 了 绝对 速度 与 牵连 速度 ,相对 速度 之 间 的 关系 ,也 讲 
述 过 动 参考 系 S' 相对 于 惯性 参考 系 作 加 速 直 线 运动 ( 平 动 ) 时 ,绝对 加 速度 a、 这 
连 加 速度 a。 和 相对 加 速度 a' 的 关系 为 


a=a,+a’ 亲信 二 多， 
我 们 在 $ 1.4 中 还 讲 过 :牛顿 运动 定律 在 惯性 参考 系 中 是 成 立 的 , 即 
下 = ma (1.6.2) 


式 中 下 是 作用 在 质点 上 的 合 外 力 ,m 是 质点 的 质量 ,而 a 则 为 在 惯性 参考 系 中 
所 观察 到 的 质点 的 加 速度 , 亦 即 $1.3 中 所 讲 的 绝对 加 速度 . 现在 来 看 看 相对 于 
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惯性 参考 系 S 作 加 速 直线 运动 的 参考 系 S' 是 不 是 惯性 参考 系 ? 为 此 ,可 用 m 乘 
式 (1.6.1) 的 两 端 ,再 将 式 (1. 6.2) 的 关系 代入 ,得 
F=mao+ma’ (liG3) 
故 相 对 于 S 系 作 加 速 直 线 运动 的 参考 系 , 牛 顿 运动 定律 不 再 成 立 , 因 ma', 而 
是 F=maotma'. 所 以 相对 于 惯性 参考 系 S 作 加 速 直线 运动 的 参考 系 不 是 惯性 参 
考 系 ,而 是 非 惯性 参考 系 . 
当然 ,如 参考 系 5' 相 对 于 S 系 作 匀 速 直线 运动 , 则 依据 式 (1. 3.2) ,有 ae = 
a', 即 在 这 种 参考 系 中 ,a。=0, 所 以 F=ma', 由 此 推 知 ,相对 于 惯性 参考 系 作 勾 速 
直线 运动 的 参考 系 也 是 惯性 参考 系 ,这 正 是 我 们 在 $ 1.4 中 所 讲 过 的 “伽利略 相 
对 性 原理 ” 
我 们 通常 把 式 (1. 6. 3) ,改写 成 下 面 的 形式 : 
F+(-ma)=ma’ (1.6.4) 
所 以 ,如 果 我 们 把 ( -mao ) 也 看 作 质 点 所 受到 的 一 种 力 , 即 令 F+( -mao)=F', 则 
式 (1.6.4) 在 形式 上 仍然 是 牛顿 运动 定律 ( 因 F'=ma'). 这 样 ,我们 就 将 力 的 概 
念 加 以 推广 , 即 在 非 惯性 参考 系 中 ,如 果 我 们 认为 除了 以 前 所 说 过 的 物体 间 相 互 
作用 的 力 之 外 ,还 有 一 种 非 相互 作用 力 , 这 种 力 是 由 于 参考 系 本 身 相对 于 惯性 参 
考 系 作 加 速度 运动 所 引起 的 ,这 种 力 就 是 ( -me ) , 它 的 大 小 等 于 质点 的 质量 m 
和 牵连 加 速度 ae 的 乘积 ,方向 和 a。 的 方向 相反 . 我 们 通常 把 这 种 力 叫做 惯性 
力 . 引入 惯性 力 以 后 , 则 对 非 惯性 参考 系 来 讲 ,牛顿 运动 定律 ,在 形式 上 就 “ 仍 
然 "可 以 成 立 . 顺便 指出 :惯性 力 的 具体 表达 式 , 跟 参考 系 运动 的 方式 有 关 . 这 个 
问题 ,我 们 在 第 四 章 里 还 要 详细 讨论 . 


(2) 惯性 力 


我 们 在 前 面 曾经 讲 过 :在 运动 学 中 ,参考 系 可 以 任意 选择 , 视 研 究 问题 的 方 
便 而 定 . 但 在 动力 学 中 ,似乎 非 选 用 惯性 参考 系 不 可 ,因为 牛顿 运动 定律 只 对 惯 
性 参考 系 才能 成 立 . 但 是 ,在 许多 实际 问题 中 ,我 们 常常 要 选用 非 惯性 参考 系 作 
为 研究 问题 的 参考 ,例如 在 许多 实际 问题 中 往往 要 以 地 球 这 个 非 惯性 系 作为 参 
考 系 . 现在 我 们 引入 了 惯性 力 , 把 力 的 概念 加 以 扩大 ,使 我 们 在 非 惯性 参考 系 中 ， 
“仍然 "能 够 用 牛顿 运动 定律 来 解决 动力 学 问题 ,这 将 是 比较 方便 的 . 

不 过 ,惯性 力 和 以 前 所 讲 的 外 力 有 很 大 的 区 别 ,这 一 点 我 们 应 当 清 晰 地 了 
解 - 第 一 , 当 我 们 以 前 提 到 力 时 ,都 必须 明确 指明 是 哪 一 个 物体 作用 于 哪 一 个 物 
体 的 力 , 因 为 力 是 物体 间 相 互 作用 所 产生 的 . 至 于 说 到 质点 所 受到 的 惯性 力 , 却 
无 从 指出 是 哪 一 个 物体 作用 于 这 个 质点 的 , 它 没有 施 力 者 ;只 不 过 反映 参考 系 并 
非 惯性 参考 系 而 已 . 质点 之 所 以 具有 牵连 加 速度 a ,也 只 不 过 表示 质点 是 被 参 
考 系 “ 牵 带 " 着 运动 这 一 事实 . 第 二 ,物体 作用 都 是 相互 的 ,每 一 个 力 都 有 它 的 反 
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作用 力 , 惯 性 力 并 不 是 物体 之 间 的 相互 作用 , 它 没 有 施 力 者 ,因而 也 就 不 存在 惯 
性 力 的 反作用 力 . 

[ 例 ] 火车 在 平 直 轨道 上 以 匀 加 速 a。 向 前 行驶 ,在 车 中 用 线 悬 挂 着 一 小 球 , 悬 线 与 竖 
直线 成 0 角 而 静止 (图 1.6.1) , 求 8. 

[ 解 ] 让 我 们 用 两 种 不 同 坐 标 系 来 解 这 个 问题 : 

(1) 对 固着 在 地 面 上 的 惯性 坐标 系 来 讲 , 小 球 受 两 个 力 
作用 :地 球 重 力 mg 竖 直 向 下 , 强 中 张力 了 沿 绳 ,并 且 小 球 与 
火车 的 加 速度 相同 , 即 ee ,方向 水 平 向 右 . 取 x* 轴 水 平 向 右 ,y 
轴 竖 直 向 上 , 则 由 牛顿 运动 第 二 定律 ,得 

Tsing = | 


Teosb = mg 
解 之 ,得 
tang = 至 (2) 
g 


(2) 对 固着 在 火车 上 的 坐标 系 来 讲 , 因 火车 现在 相对 于 地 面 作 匀 加 速 直线 运动 ,是 一 个 
非 惯 性 坐标 系 ,T 和 mg 没有 变化 ,但 小 球 相对 于 火车 的 加 速度 a' 为 零 , 故 加 上 水 平 向 左 的 惯 
性 力 ma 后 ,就 成 为 三 力 平衡 问题 ,所 以 这 三 个 力 必定 形成 一 个 闭合 三 角形 (图 1. 6. 2). 


由 此 ,得 


a 
tang = 一 
& 


与 (2) 式 完全 一 样 . 这 就 是 说 ,客观 事实 并 没有 因 观 察 者 采用 的 参考 系 不 同 而 有 差异 . 此 时 ， 
火车 里 的 观察 者 由 于 自身 以 同一 加 速度 向 前 运动 , 故 以 为 小 球 除 受 mg 和 了 的 作用 外 ,还 受 
一 向 后 的 力 mao( 即 惯性 力 ) 的 作用 . 否则 将 不 能 解释 小 球 何故 向 后 倾斜 . 

这 个 例子 说 明 ,在 非 惯 性 参考 系 中 ,只 要 加 上 适当 的 惯性 力 (在 这 里 是 -mao) ,就 "仍然 
能 用 牛顿 运动 定律 来 解决 动力 学 问题 . 
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$1.7 功 与 能 


(1) 功 和 功率 


功 是 我 们 很 熟悉 的 一 个 物理 量 . 在 力学 中 ,凡是 作用 在 质点 上 的 力 , 使 质点 
沿 力 的 方向 产生 一 段位 移 ,我 们 就 说 力 对 质点 作 了 功 . 一 般 来 讲 , 功 等 于 力 乘 以 
质点 在 力 的 方向 所 产生 的 位 移 . 
质点 受 恒 力 作用 而 作 直线 运动 时 ,如 果 令 F 代表 力 ,Ar 代表 位 移 ,F 和 7 间 
所 夹 的 角 为 9, 则 该 力 沿 位移 Ar 所 作 的 功 WW 为 
W=F. Ar=FlIArlcos0 (hE 


.Ar 叫做 标 积 , 虽 然 和 Ar 都 是 矢量 ,但 它们 的 标 积 W 却 不 是 矢量 , 它 的 正 
负 之 分 ,可 由 cos0 的 符号 来 决定 . 

如 果 质 点 沿 曲线 运动 ,或 作用 在 它 上 面 的 力 是 一 个 变量 ,那么 ,我 们 只 能 先 
算出 力 下 在 一 微小 位 移 dr 中 所 作 的 元 功 . 因为 在 这 微小 位 移 中 ,曲线 段 与 直线 
段 没 有 什么 区 别 ;而 在 微小 位 移 中 , 力 F 也 可 认为 是 常量 . 因此 , 当 质 点 在 变 力 
作用 下 沿 曲 线 自 点 4 运动 到 点 B 时 , 变 力 F 所 作 的 总 功 则 为 


站 本 
| W= [Fdr= | raseosb (1.7.2) 


式 中 ds=1ldrl,6 为 严 和 dr 间 所 夹 的 角 ,当然 也 是 变量 . 
如 果 把 力 F 和 位 移 dr 都 用 直角 坐标 的 分 量 表示 出 , 则 


Bs 
W= | F. de +h, dy+ Fdz C7 
4 


如 果 质 点 受 好 几 个 力 F .F,、…F, 的 作用 ,我 们 一 般 不 先 求 合力 ,再 求 合力 
所 作 的 功 ,而 是 先 求 每 一 分 力 所 作 的 功 , 然 后 累加 起 来 ,得 出 合力 所 作 的 功 . 这 样 
我 们 就 可 利用 标 积 的 分 配 律 ,因为 求 算术 和 比 求 矢量 和 要 简便 得 多 . 用 数学 的 形 
式 写 出 , 则 为 


w=fFdar=[R +F,+ +F,) dr 
Cg): 
= 有 dr + JF, “dr+… + fF. “dr 
在 国际 单位 制 (SI1) 中 , 功 的 单位 是 (焦耳) , 即 1 N 的 力作 用 于 物体 上 ,使 
物体 沿 力 的 方向 移动 1m 的 距离 所 作 的 功 . 
表征 作 功 快慢 程度 的 物理 量 是 功率 , 它 是 单位 时 间 内 所 作 的 功 . 如 令 P 代 
表 功 率 , 则 由 (1.7.2) 式 , 知 
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P= 吧 -Fo| (ER 
[dg | 

由 上 式 可 以 看 出 ,对 于 具有 一 定 功 率 的 机 械 ( 例 如 汽车 ),v 大 则 到 小 ,小 
则 下 大 . 故 汽车 疏 坡 时 ,常用 换 挡 方法 , 减 小 速度 ,以 加 大 牵引 力 . 

在 国际 单位 制 中 ,功率 的 单位 是 W( 瓦特 ) ,1 W=1 J/s. 


(2) 能 


能 和 功 一 样 ,也 是 人 们 很 熟悉 的 一 个 物理 量 . 在 宇宙 中 ,存在 着 各 式 各 样 的 
能 量 . 能 源 问题 是 现代 人 们 最 为 关心 的 问题 之 一 . 

如 果 一 个 物体 具有 作 功 的 能 力 或 本 领 ,我 们 就 说 它 具 有 一 定 的 能 量 或 能 , 例 
如 ,从 高 处 落下 的 流水 ,可 以 冲动 水 轮机 而 作 功 ;飞行 着 的 子弹 , 遇 到 障碍 物 时 ， 
也 可 以 改变 自己 的 运动 状态 (速度 改变 ) 而 作出 一 定数 量 的 功 . 

在 理论 力学 中 ,我 们 所 研究 的 能 量 限于 机 械 能 . 它 分 为 两 大 类 :一 类 是 由 于 
物体 有 一 定 的 速度 而 具有 的 能 重 ,通常 叫做 动能 ,并 用 符号 了 表示 . 另 一 类 则 是 
由 于 物体 间 相 对 位 置 发 生变 化 所 具有 的 能 量 ,通常 叫做 势能 ,并 用 符号 Y 表示 . 
例如 压缩 着 的 弹簧 和 拉 长 了 的 橡皮 绳 , 当 它们 回复 到 原来 的 状态 时 ,都 可 以 对 外 
作 功 . 反之 , 若 外 力 对 物体 作 了 一 定数 量 的 功 ,物体 的 能 量 就 要 发 生 相 应 的 变化 . 
总 之 ,每 当 能 量 发 生变 化 时 ,总 有 一 定数 量 的 功 表现 出 来 ,因此 我 们 就 说 功 是 能 
量变 化 的 量度 ,因而 两 者 所 用 的 单位 也 相同 . 


(3) 保守 力 . 非 保守 力 与 耗 散 力 


在 81.5 中 ,我 们 曾经 讲 过 :在 我 们 所 讨论 的 问题 中 ,作用 在 物体 上 的 力 下 ， 


一 般 是 该 物体 的 位 矢 r` 速 度 Fr 和 时 间 上 的 函数 ,所 以 求 式 (1.7.2) 或 式 (1.7.3) 
的 积分 ,一 般 是 比较 困难 的 . 但 如 果 力 F 只 是 位 和 撩 7 亦 即 坐标 的 函数 ,问题 就 要 
简单 得 多 ,我 们 现在 就 只 考虑 这 种 情况 

假如 力 仅 为 坐标 *、y.z 的 单 值 的 .有限 的 和 可 微 的 函数 , 则 在 空间 区 域 每 一 
点 上 ,都 将 有 一 定 的 力作 用 着 ,此 力 只 和 该 点 的 坐标 有 关 , 我 们 把 这 空间 区 域 叫 
做 力 场 9. (1.7.3) 式 在 数学 上 叫做 线 积 分 , 它 和 物体 运动 的 路 径 有 关 . 必须 知道 
质点 运动 的 路 径 ,我 们 才 可 算出 这 个 积分 . 在 一 般 情 况 下 , 沿 两 不 同 路 径 的 线 积 
分 ,虽然 端点 相同 ,也 将 得 出 不 同 的 结果 ,所 以 在 不 知道 质点 运动 的 实际 路 径 以 
前 ,我 们 应 不 能 计算 这 个 积分 . 但 在 某 些 特殊 情况 下 , 线 积分 (1.7.3) 式 的 值 将 
只 和 路 径 ( 轨 道 ) 的 两 个 端点 有 关 ,而 与 中 间 的 实际 路 径 无 关 . 根据 矢量 分 析 ,在 


加 ”在 力 不 是 时 间 :的 显 函 数 的 情况 下 .这 场 称 为 稳定 场 ,反之 , 则 场 称 为 不 稳定 场 . 
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此 情形 下 ,必定 存在 一 个 单 值 有 限 和 可 微 的 函数 V(x、y、z) , 且 


F =- v=- (a+ au + wa) | 


oy a | 
或 于 光 2 (1.7.6) 
让 二 
Ox ay 09z | 
ay ， aV, ay 
则 dy=-( 守 ++ 和 9 


为 一 恰当 微分 ,此 时 式 (1.7.3) 的 值 ,将 只 为 两 端点 的 位 置 所 决定 . 

既然 力 所 作 的 功 只 取决 于 两 端点 的 位 置 ,而 与 中 间 所 经 过 的 路 径 无 关 , 那 么 
当 质 点 沿 闭 合 路 径 运行 一 周 时 , 力 所 作 的 功 必定 为 零 . 在 图 及 
1.7.1 中 ,4CB 和 4DB 是 通过 相同 端点 4 和 B 的 两 条 不 同 路 径 . 
如 果 Way =Wny ,那么 

TCD = We + WIN = Wies - VD =0 

但 如 Wie 天 Wi , 则 Wiasmx 也 将 不 等 于 零 . 

如 果 力 所 作 的 功 与 中 间 路 径 无 关 , 或 者 沿 任何 闭合 路 径 运 
行 一 周 时 , 力 所 作 的 功 为 零 , 这 种 力 就 叫做 保守 力 . 反之 ,如 果 力 要 
所 作 的 功 与 中 间 路 径 有 关 ,或 沿 任何 闭合 路 径 运行 一 周 , 力 所作 
的 功 不 为 零 ,那么 这 种 力 就 叫做 非 保守 力 , 也 叫 涡 旋 力 . 至 于 摩 
擦 力 所 作 的 功 ,虽然 也 与 路 径 有 关 , 但 它 总 是 作 负 功 而 消耗 能 量 ,所 以 又 叫 耗 散 
力 . 在 物理 学 中 ,万 有 引力 、 弹 性 力 和 静电 力 都 是 保守 力 ,电磁 学 中 涡 旋 电 场 的 涡 
旋 电 磁力 是 非 保守 力 ,而 流体 的 黏 性 力 则 是 耗 散 力 . 


(4) 势能 


我 们 知道 :在 重力 场 中 ,把 质点 从 高 度 为 a 沿 任意 路 径 举 到 高 度 为 z, 时 , 重 
力 mg 对 质点 所 作 的 功 为 -mg(z,-z), 即 等 于 标量 函数 mgz 的 减少 值 . 这 一 性 
质 ,对 所 有 的 保守 力 来 讲 , 都 是 这 样 . 即 保 守 力 对 质点 所 作 的 功 , 一 定 等 于 质点 位 
置 的 某 个 标量 函数 V(x,y,z) 的 减少 值 . 换 句 话说 ,在 保守 力 场 中 ,作用 力 和 某 标 
量 函 数 Y(x,y,z) 之 间 ,必须 存在 着 式 (1.7. 6) 那 样 的 关系 , 即 力 所 作 的 元 功 应 该 
是 一 个 恰当 微分 . 同时 力 自 4 至 B 所 作 的 总 功 ,将 只 为 4B 两 点 的 位 置 所 决定 ， 
亦 即 等 于 标量 函数 V(x,y,z) 所 减少 的 值 . 用 数学 符号 来 表示 , 则 总 功 为 


图 1.7.1 


[W=- (Vs — V,)| ies) 


标量 函数 V(x,y,z) 岂 做 质点 在 点 (x,y,z) 处 的 势能 (势能 的 值 只 准确 到 常 
数 项 ). 质点 从 点 4 到 点 8 时 所 减少 的 势能 ,等 于 保守 力 对 该 质点 所 作 的 功 . 所 
以 ,在 保守 力 场 中 , 当 力 作 正 功 时 ,质点 的 势能 减少 ;而 当 力作 负 功 时 ,质点 的 势 
能 增加 . 
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从 (1.7.7) 式 可 以 看 出 :保守 力 所 作 的 功 ,决定 于 质点 势能 的 改变 . 之 所 以 
说 质点 在 某 点 上 的 势能 ,只 准确 到 常数 项 ,是 因为 如 果 各 点 上 的 势能 都 加 上 (或 
减 去 ) 同 一 个 常数 ,并 不 影响 两 点 间 势 能 差 的 数值 . 为 了 计算 方便 起 见 ,我 们 常 
指定 某 点 上 的 势能 为 零 ( 或 其 它 数值 ). 例如 ,对 重力 势能 来 讲 , 常 令 海平 面 上 的 
势能 为 零 ;对 引力 势能 来 讲 , 取 无 穷 远 处 的 势能 为 零 ;而 对 弹性 势能 来 讲 , 则 取 它 
在 没有 发 生 任何 形变 时 的 势能 为 零 . 

现在 我 们 要 问 : 怎 样 知 道 力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 ? 或 者 ,如 何 判 断 力 是 保守 
的 还 是 非 保守 的 ? 换 句 话说 ,势能 Y(x,y,z) 存 在 的 充 要 条 件 是 什么 ?这 个 问 
题 ,矢量 分 析 里 作 了 回答 , 即 如 F,,F,,F, 是 坐标 x,y,z 的 单 值 有 限 和 可 微 的 函 
数 , 则 势能 V(x,y,z) 存 在 的 必要 条 件 是 


Be 35 0 3F. 0 

0 by 

Fe (1.7.8) 
oF, aF, 

一 —-—=0, 妈 VxF=0 
| 


反之 ,如 果 VxF=0, 那 么 这 力 就 一 定 是 保守 力 , 而 它 所 作 的 功 就 一 定 和 路 径 无 
关 , 因 而 ,也 就 一 定 存在 着 某 一 标量 函数 V(x,y,z) , 它 就 是 质点 的 势能 . 

如 VxF 关 0, 则 该 力 就 是 前 面 所 讲 的 非 保 守 力 ( 涡 旋 力 ) ,这 时 它 所 作 的 功 就 

与 路 径 有 关 , 因 而 谈 不 上 什么 势能 . 对 于 耗 散 力 的 情况 当然 也 是 如 此 . 
[ 例 1] 设 作用 在 质点 上 的 力 是 
F =xr+2y+z+5, F,=2r+y+s, F,=x+y+:-6 
求 此 质点 沿 螺旋 线 
x = cos0, y= sing, z=70 

运行 自 6=0 至 g=2m 时 , 力 对 质点 所 作 的 功 . 

[ 解 ] 先 来 检验 一 下 ,作用 力 是 不 是 保守 力 ? 


oF, oF, 

i 

AaF, OF, 

:sil-l=0 (1) 
0z Bx 

OF. oF, 

a 


所 以 作用 力 是 保守 力 . 因此 力 所 作 的 功 ,与 路 径 无 关 , 只 和 两 端点 的 位 置 有 关 . 现在 ,根据 题 给 
条 件 , 求 两 端点 的 坐标 

当 8=0 时 ,x=1,y=0,z=0 

2 


ou 
所 以 mw (F, dx + F, dy + F. dz) 


ol 
= [2(ydx + xdy) + (xdz + zdx) 
10.0 
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+ (zdy +ydz) + (x +5)dx+ydy+(z-6)dz] 


ja [ze + zzz i + ir + 了 2 + Sx - 6:] 
2 os 
= 2xy +2x+yr+ (x+y +7) +Sx -6z 
2 1.0.0 
= 98™’ - 70m 
在 本 问题 中 ,势能 V 是 多 少 ? 
[ 例 2] 在 上 题 中 ,如 
F,=2r-3y+4-5, F,=z:-x+8, F=x+y+z+12 
则 结果 如 何 ? 
[ 解 ] 本 问题 VxF x0( 读 者 可 自行 证 明 ) , 故 力 所 作 的 功 将 与 路 径 有 关 . 
把 x = eosg，y = sing, z=70 
及 dx =-singdg，dy = eosbgdg， dz = 7d0 
代入 


Ww = [Fd + F, dy + F, de 
中 ,然后 从 0 到 2 对 6 积分 ,可 得 
W = 98n + 2267 
详细 计算 从 略 ,读者 可 自行 验证 . 
在 本 问题 中 ,势能 Y 又 是 多 少 ? 


$1.8 质点 动力 学 的 基本 定理 与 基本 守恒 定律 


(1) 动量 定理 与 动量 守恒 定律 


设 质点 的 质量 是 m, 它 运动 的 速度 是 v, 那 么 m 和 的 乘积 ,叫做 质点 的 动 


量 . 动 最 是 一 个 矢量 , 它 的 指向 和 vwv 相 同 ,今后 用 p 表示 , 即 p=mw 


在 经 典 力学 中 ,质量 m 通常 是 常数 ,所 以 利用 动量 这 一 物理 量 , 牛 顿 运动 第 


二 定律 可 以 写 为 


(1.8.1) 


这 个 关系 ,通常 叫做 动量 定理 . 在 机 械 运动 的 范围 内 ,质点 间 运 动 的 传递 总 是 通 


过 动量 的 交换 来 实现 的 . 


实际 上 , 式 (1. 8. 1) 较 式 (1.4.1) 更 为 普遍 ,适用 的 范围 更 广 0, 在 相对 论 中 ， 


质量 m 随 v 的 增 大 而 增 大 ,所 以 式 (1.4.1) 也 不 再 正确 . 但 如 令 


外 牛顿 本 人 也 是 用 式 (1.8.1) 来 表述 第 二 运动 定律 的 . 


旭 
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i = (1.8.2) 
VT -w/e 
那么 运动 定律 仍 可 具有 式 (1. 8. 1 ) 的 形式 , 式 中 m。 是 物体 相对 于 给 定 参考 系 静 
止 时 的 质量 ,而 m 则 是 物体 相对 于 给 定 参考 系 以 速度 wv 运动 时 的 质量 . 
式 (1.8.1) 也 可 写成 下 面 的 形式 : 
[dp =d(mv) = Fdi| (1.8.3) 


如 果 把 式 (1.8.3) 的 两 侧 对 上 积分, 则 得 


一 2 
Ps -pr=mm -mo =| Fd (1.8.4) 


力 和 力 的 作用 时 间 的 乘积 ( 当 力 为 常量 时 ) 或 力 对 时 间 :的 积分 ( 当 力 为 变量 
时 ) 叫 做 力 的 冲 量 , 常 以 1 表 之 ,也 是 一 个 矢量 . 由 式 (1. 8.4) 可 以 看 出 :质点 动 
量 的 变化 等 于 外 力 在 这 段 时间 内 给 予 该 质点 的 冲 量 ,这 就 是 动量 定理 的 积分 形 
式 ,而 式 (1.8.1) 或 式 (1.8.3) 则 是 动量 定理 的 微分 形式 . 当 研 究 冲击 问题 时 , 常 
常 要 用 到 式 (1. 8.4). 
当 上 式 中 =0 时 , 则 得 到 一 个 重要 的 结果 : 
[p=mv=C (1.8.5) 
即 自 由 质点 不 受 外 力作 用 时 , 它 的 动量 p 保持 不 变 , 亦 即将 作 惯性 运动 ,这 个 关 
系 叫做 动量 守恒 定律 . 
动量 是 矢量 ,如 果 它 保持 不 变 ,那么 它 在 任何 坐标 轴 上 的 三 个 分 量 , 就 应 当 
是 常数 . 如 为 直角 坐标 系 , 则 当 F=0 时 ， 
p= ma= C, p= my= CC, p= mi= C, (1.8.6) 
式 中 C,,C:,C, 是 积分 常数 ,由 起 始 条 件 决定 之 . 
有 了 时 玉 z0, 但 下 在 某 一 坐标 轴 上 的 投影 为 零 ,那么 动量 p 虽 不 守恒 ,但 它 在 
该 坐标 轴 上 的 投影 却 为 一 常数 , 辟 如 质点 只 在 重力 作用 下 运动 ,如 取 z 轴 竖 直 向 
上 , 则 
F.=0, F,=0, F,=-mg 
这 时 动量 (或 速度 ) 在 x 及 y 两 轴 上 的 投影 为 常数 ,但 质点 作 直线 运动 还 是 作 抛 
物 线 运 动 , 则 由 速度 的 起 始 值 (初速 度 ) 决 定 . 如 当 4=0,* = 了》=0, 则 作 直 线 运 
动 ; 如 当 1=0,y =0, 但 * 0, 则 作 抛 物 线 运动 . 


(2) 力矩 与 动量 矩 ( 角 动 量 ) 


我 们 知道 :凡是 矢量 , 它 对 于 空间 某 一 点 或 某 一 轴线 就 具有 矢量 矩 . 力 和 动 
量 既 然 都 是 矢量 ,我们 就 可 以 求 出 它们 对 空间 某 点 或 某 轴线 的 矩 . 
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在 图 1.8. 1 中 ,F 为 作用 在 8 点 的 力 ,4 为 空间 任意 一 点 , 取 下 与 4 点 构成 
的 平面 如 图 , 则 力 下 对 4 点 的 矩 定义 为 
M=rxF (1.8.7) 
式 中 r= 人 为 8 对 4 的 位 矢 ,而 r 和 下 的 矢 积 M 称 为 力 正 对 4 点 的 力矩 . 力矩 
M 也 是 一 个 矢量 , 它 垂直 于 7 与 力 F 所 确定 的 平面 ,其 量 值 则 为 
M=rFsing =aF (1.8.8) 
式 中 6 为 r 和 FF 之 间 的 夹 角 ,a 为 自 4 至 力 F 的 作用 线 的 垂直 距离 . 至 于 力矩 的 
指向 , 则 由 右 螺旋 法 则 来 决定 ,如 图 1. 8. 1 所 示 - 


z(L) 


图 1.8.1 图 1.8.2 


现在 来 求 下 对 空间 某 一 轴线 了 上 的 矩 . 取 一 坐标 系 0-xyz, 使 原点 0 与 4 重 
合 ,0: 沿 上 的 正方 向 (图 1.8.2), 则 对 此 坐标 系 而 言 ,F 的 分 量 为 (F,,F,,F,)， 
而 作用 点 B 的 坐标 为 (x,y,z) , 故 F 对 点 4( 即 0) 的 力矩 M 为 
i j k 
M=rxF=|x y = 
F, a F, 

= (yF, 2F,)i+ (zF, -xP + (xF, - yF.)k 

式 中 (yF,-zF,) ,(zF,~xF,) ,(xF,-yF.) 是 力矩 M 在 三 坐标 轴 的 分 量 ,也 就 是 力 
下 分 别 对 三 坐标 轴 *,y,z 的 力矩 . 因 F, 对 x 轴 的 力矩 为 零 ( 两 者 平行 ) ,而 F, 及 
F, 对 x 轴 的 力矩 分 别 为 -zP, 及 yF:( 取 逆 时 针 方 向 为 正 ) , 即 


(1.8.9) 
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由 此 可 见 : 欲 求 力 对 某 一 轴线 ( 设 为 L, 即 0z) 的 力矩 M.,, 可 先 求 对 该 
轴线 上 某 一 点 ( 警 如 0 ) 的 力矩 用 ,再 投影 至 该 直线 上 即 可 , 即 
M. = 天. M = xzF，- 7F， 
动量 对 空间 某 点 或 某 轴线 的 矩 ,叫做 动量 矩 ,也 叫 角 动量 . 它 的 求法 , 跟 力 矩 
完全 一 样 ,只 要 把 力 F 换 成 动量 p 即 可 , 故 8 点 上 的 动量 p 对 原点 0 的 动量 矩 J 
为 


Ep (1.8.10) 
式 中 r=0 而 p 对 x,y,z 轴 的 动量 矩 则 为 
:=m(y2 -27) 
J =m(zi x2) | (1.8.11) 


,=m(xy - yx) 

我 们 知道 :力矩 和 力 都 能 使 物体 的 运动 状态 发 生变 化 . 当 质 点 受 力作 用 时 ， 
它 的 速度 就 要 发 生变 化 , 亦 即 它 的 动量 就 要 发 生变 化 . 那么 , 当 质点 受到 力矩 作 
用 时 ,什么 物理 量 将 发 生变 化 呢 ? 下 面 我 们 就 来 研究 这 个 问题 . 


(3) 动量 矩 ( 角 动量 ) 定 理 与 动量 矩 ( 角 动 量 ) 守恒 定律 


现在 让 我 们 来 回答 上 面 所 提出 的 问题 . 在 没有 导出 定量 关系 以 前 ,我们 可 能 
就 有 这 样 的 猜想 :既然 力 能 使 质点 的 动量 发 生变 化 ,那么 力矩 就 应 当 能 使 质点 的 
动量 矩 发 生变 化 ,因为 它们 是 一 一 对 应 的 . 让 我 们 来 验证 一 下 ,这样 的 猜想 是 否 
正确 ? 

力矩 M 等 于 "和正 的 矢 积 . 为 了 求 出 力矩 M 所 产生 的 效果 ,我 们 可 用 位 矢 
7~ 矢 乘 运动 方程 


mdr=F 

dt 
的 两 侧 ,就 得 到 

中 

nl 人 (cx 5 =rxF 
但 
dr_d dr) _dr dr_d 
Te (> | ETT Tc 

因此 


rx mo) =r x (1.8.12) 
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如 果 把 式 (1. 8. 12) 写 成 分 量 形式 , 则 得 


(Em = 人 


En ee (1. 8. 13) 


ny 72)] = 8, - yF, 

所 以 ,力矩 确实 能 使 动量 矩 发 生变 化 . 这 种 关系 ,叫做 动量 矩 定理 ,也 叫 角 动量 定 

理 . 即 质点 对 惯性 系 中 固定 点 或 某 固 定 轴线 的 动量 矩 对 时 间 的 微 商 ,等 于 作用 在 
该 质点 上 的 力 对 此 同 点 或 同 轴 的 力矩 . 

如 果 令 了 代表 动量 矩 ,af 代表 力矩 , 则 式 (1.8. 12) 还 可 写成 更 简洁 的 形式 : 


dr - 
=M (1.8.14) 


式 (1. 8. 14) 或 式 (1. 8. 12) 是 动量 矩 定理 的 微分 形式 . 如 果 两 边 乘 以 dt, 然 
后 对 上 积分 , 则 得 


本 
J -=| Ma (1.8.15) 


这 是 动量 矩 定理 的 积分 形式 ， 式 中 三 ad: 叫 冲 量 矩 . 故 质点 动量 矩 的 变化 ,等 于 


外 力 在 该 时 间 内 给 予 该 质点 的 冲 量 矩 . 
如 果 质 点 不 受 外 力作 用 ,或 虽 受 外 力作 用 ,但 诸 外 力 对 某 点 的 合力 矩 恒 为 
零 , 则 对 该 点 来 讲 , 质 点 的 动量 矩 / 为 一 常 矢量 ,这 个 关系 ,叫做 动量 矩 守恒 定 
律 , 也 叫 角 动量 守恒 定律 . 
即 rxF=0, 则 J=rxmz=rxp=C'= 常 矢量 . 写 得 简洁 些 , 则 为 
当 M =0，J=C'= 常 矢量 (1.8.16) 


当 M =0，J,=J (1.8.17) 
动量 矩 守恒 律 的 分 量 形式 是 
当 M=0, 则 
J.=m(yz -27)=C, 
几 =m(z -x2)= Cs (1.8.18) 
J.=m(xy - yx)= Ce 
式 中 C, ,Cs 和 Ce 是 积分 常数 ,由 起 始 条 件 决定 . 动量 矩 守 恒定 律 ,在 有 心力 问题 
中 要 经 常用 到 ,参看 下 节 . 
跟 动量 守恒 律 一 样 ,有 时 力矩 M 只 有 一 个 分 量 等 于 零 ,其 他 两 个 分 量 并 不 
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等 于 零 , 这 时 整个 动量 矩 虽 不 守恒 ,但 对 该 轴 来 讲 , 动 量 矩 的 值 保 持 为 常数 . 例 
如 , 当 质 点 只 受 重力 作用 而 运动 时 ,如 取 z 轴 竖 直 向 上 , 则 F,=0,F,=0,F,= 
-mg, 所 以 M.=0, 因 而 了 就 是 一 个 常数 . 

当 M=0,y 为 一 常 矢 量 时 ,J 的 方向 也 就 不 会 改变 ,而 和 它 相 垂直 的 质点 的 
位 矢 ~ 就 必定 只 能 在 同一 平面 内 (垂直 于 了 的 平面 内 ) 运 动 . 有 心力 问题 就 具有 
这 样 的 性 质 . 

[ 例 1] 质点 所 受 的 力 ,如 恒通 过 某 一 个 定点 , 则 质点 必 在 一 平面 上 运动 , 试 证 明之 ， 

[ 解 ] 力 所 通 过 的 那个 定点 叫做 力 心 (参看 下 节 ). 如 取 这 个 定点 为 坐标 系 的 原点 , 则 质 
点 的 位 矢 r 与共 线 , 因 而 rxF=0, 故 了 为 一 常 矢量 . 而 由 式 (1. 8. 18) 知 

m(yz -27) = C, (1) 


mm( 政 -好 ) = Cs (2) 

m(x7 -yx) = C6 (3) 
用 * 乘 (1) 式 ,y 乘 (2) 式 ,z 乘 (3) 式 ,并 相 加 得 

Crz+Cy+Caz=0 (4) 


由 解析 几何 , 知 (4) 式 代表 一 个 平面 方程 , 故 质点 只 能 在 这 个 平面 上 运动 . 
(4) 动能 定理 与 机 械 能 守恒 定律 


根据 牛顿 运动 定律 ,质点 受到 外 力作 用 时 , 它 的 速度 就 要 发 生变 化 . 因此 ,如 
果 外 力 对 质点 作 了 功 ,那么 和 质点 速度 有 关 的 能 量 ,就 应 当 发 生变 化 . 现在 ,让 我 
们 来 求 它 们 之 间 的 关系 . 

我 们 还 是 从 动力 学 方程 出 发 . 把 


mr=F 
dt 
的 两 侧 , 标 乘 矢量 坚 , 得 
Ci 
de dt dt 
do 
即 有 十 v=F 有 (1.8.19) 


方程 两 边 乘 上 dt, 并 因 w+ dv=vid (vi) = vi dvitvi vi=vdo=d 30) ,所 以 式 
(1.8.19) 简 化 为 


(1.8.20) 


下 dr 是 力 F 对 质点 所 作 的 元 功 (参看 §1.7) ,而 六 mv 则 是 与 质点 速度 有 关 的 
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能 量 , 叫 做 动能 ,是 读者 早 就 熟悉 的 一 个 物理 量 . 它 和 质点 速度 的 平方 成 正比 ,是 
一 个 标量 . 当 质 点 的 速度 为 v 时 , 它 具 有 动能 7= 二 mr. 


由 式 (1. 8.20) , 知 质点 动能 的 微分 等 于 作用 在 该 点 上 的 力 F 所 作 的 元 功 ， 
这 个 关系 ,叫做 质点 的 动能 定理 . 如 果 把 式 (1. 8. 20) 进 行 积分 , 则 得 
1 


pa 人 . dr = | Ad + PF,dy+F,dz 


(1.8.21) 
式 中 mw 是 质点 在 ro(x。 ,3 ,26) 处 的 速度 ,而 wv 是 质点 在 r(x,y,z) 处 的 速度 . 由 式 
《1.8.21) 可 以 看 出 :如 果 从 xr。 到 7 的 阶段 内 ,dr 与 F 的 夹 角 9<90。, 则 力作 正 
功 ,> 品 , 质 点 的 动能 增加 ;反之 ,如 dr 与 下 的 夹 角 69>90°, 力 作 负 功 ,*< 芭 , 质 
点 的 动能 减 小 . 当 质点 的 速度 为 零 时 ,动能 了 也 为 零 , 但 动能 不 能 为 负 值 . 
如 下 为 保守 力 , 则 由 $1.7 中 的 讨论 可 知 ,必然 存在 势能 V(x,y,z) , 且 


F=-v 
而 式 (1. 8. 21 ) 变 为 
到 人 到 = Y(xovyo,ze) — V(x,y,2) 
即 
me 手 和 (0 = Tmo E(w) (1.8.22) 


这 就 是 说 ,质点 在 保守 力 F(x,y,z) 的 作用 下 ,不 论 在 哪 一 瞬间 或 哪 一 位 置 , 它 的 
动能 与 势能 之 和 是 一 个 不 变 的 常数 . 质点 的 势能 与 动能 之 和 叫做 质点 的 机 械 能 ， 
有 时 也 叫 总 机 械 能 或 总 能 , 常 以 E 表示 , 故 式 (1. 8.22) 又 可 写 为 

| 


mr + Vy2) = 本 


(Cl.23) 
可 见 , 当 质点 所 受 的 力 都 是 保守 力 时 ,质点 的 动能 与 势能 虽 可 互相 消长 ,但 总 机 
械 能 的 数值 , 恒 保持 不 变 ,这 就 是 著名 的 机 械 能 守恒 定律 ,如 果 作 用 在 质点 上 的 
力 都 是 非 保守 力 或 者 耗 散 力 ,或 者 其 中 有 一 些 力 是 这 种 力 , 则 式 (1. 8. 23 ) 不 能 
成 立 . 对 于 耗 散 力 来 讲 ,一 部 分 的 机 械 能 将 转化 为 热 而 散 逸 . 但 热 也 是 能 的 另 一 
种 形式 ,所 以 推广 起 来 ,宇宙 问 能 的 总 和 总 是 不 变 的 , 它 只 能 由 一 种 形式 转化 为 
另 一 种 形式 ,这 就 是 能 量 转化 和 守恒 原理 ,是 物理 学 中 最 基本 的 原理 之 一 ,也 是 
宇宙 间 最 基本 的 定律 之 一 . 

我 们 知道 :运动 方程 是 二 阶 微分 方程 , 它 含有 坐标 对 时 间 的 二 阶 导数 ,如 式 
(1.5.2) 所 示 . 但 本 节 中 的 三 个 守恒 定律 ,都 是 一 阶 微分 方程 ,一般 的 形式 是 
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(1.8.24) 
式 中 C 是 积分 常数 (可 能 不 止 一 个 ). 所 以 诺 守 恒定 律 都 是 运动 方程 经 过 一 次 积 
分 以 消去 坐标 对 时 间 的 二 阶 导 数 后 所 得 到 的 结果 ,故常 称 为 运动 方程 的 第 一 积 
分 或 初 积分 . 例如 , 式 (1. 8. 23 ) 所 代表 的 机 械 能 守恒 定律 ,就 是 一 阶 微分 方程 ， 
它 就 是 质点 在 保守 力 场 中 的 运动 方程 的 第 一 积分 ,并 称 为 能 量 积分 ,总 能 E 就 
是 积分 常数 ,可 由 起 始 条 件 决定 . 力学 问题 常 可 以 从 能 量 方面 较 简 便 地 解决 . 当 
约束 力 恒 与 位 移 正 交 时 ,这 部 分 力 不 作 功 , 这 时 动能 定理 所 具有 的 形式 ,与 自由 
质点 相同 . 

[ 例 2] 将 一 重 锤 用 一 轻 杆 县 住 ,并 固定 其 上 端 ,这 时 锤 将 被 约束 在 一 竖 直 圆周 上 运动 ， 
车 不 计 空气 阻力 作用 , 则 叫 单 摆 . 如 单 所 从 幅 角 6。( 0。 不 一 定 很 小 ) 的 地 方 自由 落下 ,试用 两 
种 不 同方 法 (机 械 能 守恒 定律 与 运动 定律 ) 求 摆 锤 通过 最 低 点 时 的 速度 . 

[ 解 ] 因 振 幅 不 一 定 很 小 ,所 以 一 般 不 是 谐振 动 , 它 
的 详尽 解答 ,要 用 到 椭 贺 积分 和 椭圆 函数 . 不 过 ,现在 只 要 
求 速度 ,问题 就 要 简单 得 多 . 对 于 单 摆 来 讲 ,空气 阻力 是 忽 
略 不 计 的 , 它 只 受到 重力 和 杆 中 张力 的 作用 . 重力 是 保守 
力 , 杆 中 张力 不 作 功 (何故 ?) ,所 以 可 用 机 械 能 守恒 定律 
( 即 能 量 积分 ) 来 求解 . 

设 杆 长 为 1, 摆 锤 的 质量 为 m( 图 1.8.3). 如 取 悬 点 0 
处 的 势能 为 零 , 则 当 摆 锤 在 初始 位 置 时 ,动能 7 为 零 , 势 能 


Y= -mgklcosb ,而 当 它 达 到 最 低位 置 时 ,动能 了 为 二 me , 势 


能 V 则 为 -mgl. 由 机 械 能 守恒 定律 ,得 图 1.8.3 
本 -mgl = 0 - mglcosl, (1) 
由 此 即 得 1 = 2g1(1 - cos0,) (2) 
这 就 是 摆 锤 通过 最 低 点 时 速度 的 平方 ,而 速度 
= Vg -cos0,) (3) 


方向 水 平 向 左 , 如 图 1. 8. 3 所 示 . 
现 改 用 运动 定律 来 解 . 因 *=18, 故 由 (1.5.5) 中 第 一 式 ,得 切 向 运动 微 


分 方程 为 mt =-—mgsing (4) 
=i 0 =-gsing (5) 

用 26 乘 式 (5) 的 两 侧 , 并 积分 ,得 
10* = 2gcos0 + C (6) 


因 当 9=0,,6 =0, 故 C=-2gcosbu. 把 C 的 值 代入 (6) 式 , 即 得 摆 锤 通过 最 低 点 (9=0) 时 的 速 
度 为 


vr = 2gl(1 ~ eosb) 
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这 与 (2) 式 完全 相同 ,但 比较 迁 回 . 
顺便 指出 :如 由 (1.5.5) 中 的 第 二 式 ,我 们 还 可 求 出 杆 中 张力 ,但 用 机 械 能 守恒 定律 则 
不 能 . 


(5) 势能 曲线 


设 质 点 受 某 些 任意 一 维 守 恒 力 的 作用 ,而 质点 的 势能 则 是 它 的 位 置 坐 标 
的 函数 . 以 x 为 模 坐 标 、 势 能 V(x) 为 纵 坐标 绘图 ,如 图 1. 8.4 所 示 , 叫 做 势能 曲 
线 . 如 E 代表 该 质点 的 总 能 , 则 在 图 1. 8.4 中 E 线 上 面 的 部 分 叫 势 又 ,而 下 面 的 
凹陷 部 分 叫 势 阱 . 


对 于 一 维 保守 力 来 讲 ,能 量 守恒 定律 为 


六 mm + V(x)=E 


i LE - V(x)] (1. 8.25) 


式 中 巨 为 总 能 ,如 图 1.8.4 中 的 水 平实 线 所 示 . 这 时 质点 的 运动 有 下 列 几 种 可 能 
的 情况 : 

(a) x<xi 

在 此 区 间 内 ,势能 V 超 过 总 能 E. 根据 式 (1. 8.25) 知 ,速度 * 为 虚 值 , 故 质 
点 不 可 能 在 此 区 间 内 运动 . 

(b) x,<x<x, 

在 此 区 间 内 ,总 能 EE 超过 势能 V, 故 质点 能 在 此 区 间 内 运动 ,其 端点 为 *=x， 
及 *=x,. 在 此 两 端点 上 ,E=V, 速 度 * =0. 这 两 点 叫 运动 的 转折 点 , 因 质 点 达到 
此 两 点 中 的 任 一 点 时 ,都 将 碰 到 曲线 上 的 势 垒 而 掉 转 方向 运动 . 这 时 质点 将 在 势 


由 此 得 到 
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能 曲线 的 势 阱 中 来 回 振动 . 

(cec) xa<x<xa 

质点 依然 不 能 在 此 区 间 内 运动 , 因 E<V. 

(Cd) x>%s 

如 此 后 V(x) 之 值 始 终 小 于 在 x, 处 的 值 , 则 自 x*=x, 到 > 一 的 整个 区 间 , 运 
动 都 将 是 可 能 的 . 如 质点 自 较 大 x 处 向 *, 趋 近 , 则 当 其 达到 x, 时 ,将 遇 到 势能 曲 
线 上 的 势 垒 ,而 质点 将 被 反射 回去 ,并 无 限制 地 趋向 无 穷 远 . 

从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 :质点 可 能 运动 的 方式 ,由 势能 曲线 [ 亦 即 势能 V(x) 
的 具体 表达 式 ] 及 总 能 EE 的 值 所 决定 . 如 E=E'( 图 1.8.4), 则 质点 在 势能 曲线 
上 的 运动 将 不 受 限制 ;如 E=E"( 图 1.8.4), 则 所 有 的 运动 方式 都 将 是 不 可 能 的 . 

质点 不 能 透 过 势 又 ,并 在 它 达 到 势 垒 的 边缘 时 被 反射 回去 ,是 经 典 力学 的 观 
点 . 即 在 经 典 力学 中 ,对 给 定 的 势能 曲线 ,不 同 的 E 值 上 不 同 的 运动 .只 有 E>V 
的 质点 (例如 E=E') ,才能 越过 势 又 而 运动 . 但 在 量子 力学 中 ,情况 就 不 是 这 样 . 
E>V 的 粒子 ,有 可 能 越过 势 又 ,但 也 有 可 能 被 反射 回去 ;而 E<V 的 粒子 ,有 可 能 
被 势 垒 反射 回来 ,但 也 有 可 能 贯穿 势 又 ,运动 到 势 人 又 另 一 侧 的 区 域 中 去 . 这 一 现 
象 ,叫做 隧道 效应 ,是 因为 微观 粒子 具有 波动 性 的 缘故 经 典 力 学 对 此 现象 无 法 
解释 ,所 以 我 们 在 绪论 中 就 曾 提 到 经 典 力学 有 它 的 局 限 性 . 
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(1) 有 心力 的 基本 性 质 


我 们 知道 :各 大 行星 都 是 绕 太 阳 作 椭圆 运动 的 . 为 什么 会 这 样 ? 因为 它们 之 
间 存 在 着 万 有 引力 的 作用 . 对 任 一 行星 (例如 地 球 ) 而 言 , 它 所 受到 的 力主 要 是 
太阳 对 它 的 引力 ,而 这 引力 的 作用 线 则 始终 通过 太阳 中 心 . 人 造 地 球 卫星 也 是 这 
样 , 它 所 受到 的 力 几 乎 仅仅 是 地 球 对 它 的 引力 ,这 引力 的 作用 线 ,也 是 始终 通过 
地 心 的 . 

一 般 来 讲 , 如 果 运 动 质 点 所 受 的 力 的 作用 线 始 终 通过 某 一 个 定点 ,我 们 就 说 
这 个 质点 所 受 的 力 是 有 心力 ,而 这 个 定点 则 叫做 力 心 . 有 心力 在 量 值 上 ,一 般 是 
矢 径 ( 即 质点 和 力 心 间 的 距离 )r 的 函数 ,而 力 的 方向 则 始终 沿 着 质点 和 力 心 的 
连 线 . 凡 力 趋向 定点 的 是 引力 ,离开 定点 的 是 斥 力 - 

在 有 心力 的 作用 下 ,质点 始终 在 一 平面 内 运动 . 因为 与 位 和 撩 r 共 线 ,rxF = 
0,7= 常 矢量 . 根据 上 节 的 论断 ,质点 只 能 在 垂直 于 动量 矩 7 的 平面 内 运动 . 因 
此 ,这 是 一 个 平面 问题 ,我们 今后 将 只 要 用 两 个 坐标 (x,y) 或 (r,0) 来 研究 它 的 
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上 面 曾经 提 到 ,有 心力 F 的 量 值 ,一 般 是 矢 径 7 的 函数 , 即 
F=F(r) 


FP=PF(r) 二 (1.9.1) 


在 直角 坐标 系 中 ,如 以 力 心 为 原点 ,质点 的 运动 平面 为 zy 平面 , 则 质点 的 运 
动 微分 方程 为 
mi%=F(r) 三 
(1.9.2) 
my=F(r) 人 


式 中 r=Vx + ,m 是 质点 的 质量 . 显然 ,用 直角 坐标 系 来 解 有 心力 的 问题 ,是 很 
不 方便 的 . 事实 上 ,既然 R=F(r) ,而 下 的 方向 又 与 r 共 线 ,自然 采用 平面 极 坐标 
系 要 方便 得 多 . 取 力 心 为 极 坐 标的 极点 , 则 由 式 (1. 5.3) ,得 质点 的 运动 微分 方 
程 为 
m(7 -0)=F,=F(r) 
(1.9.3) 
m(rbo+2r6)=P =0 
采用 极 坐 标 系 的 优点 在 于 ,不 仅 Vz+ 妈 这 样 的 表达 式 不 再 出 现 ,而 且 我 们 
还 很 容易 求 式 (1. 9. 3 ) 第 二 式 的 第 一 积分 . 因 根据 式 (1.2. 13) , 式 (1.9.3) 第 二 
式 可 以 改写 为 
m 二 时 (76)=0 
因 质 点 的 质量 m 是 常数 , 故 上 式 积分 ,得 
ro=h (1.9.4) 
又 可 写 为 
mrb = mh (1.9.5) 
式 中 是 常数 . 
现在 来 看 式 (1.9.5) 的 物理 意义 . 我 们 知道 :在 极 坐 标 系 中 ,如 图 1. 9. 1, 速 
度 的 横向 分 矢量 的 量 值 w 是 r6 ,所 以 mr6 是 动量 横向 分 矢量 的 量 值 . 从 动量 
矩 来 看 , 因 动量 的 径 向 分 矢量 mv,i 通过 0 点 , 即 对 0 点 的 动量 矩 为 零 ( 图 


1.9.1) ,而 r(mrb ) , 即 mr6 则 是 动量 的 横向 分 量 对 0 点 动量 矩 的 量 值 , 也 就 是 
整个 质点 对 0 点 的 动量 矩 的 量 值 . 所 以 式 (1. 9. 5) 也 就 是 在 极 坐标 系 中 有 心 
力 动量 矩 守恒 定 律 的 数学 表达 式 . 事实 上 , 因 对 有 心力 来 讲 , 外 力矩 rxF=0, 动 
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量 矩 / 是 一 常 矢量 , 它 的 分 量 当 然 是 常数 . 
由 于 式 (1.9.4) 比 (1.9.3) 第 二 式 简 单 ,所 以 在 研究 有 心力 问题 时 ,常用 下 
列 两 个 方程 作为 基本 方程 ,以 代替 式 (1. 9.3): 


22 | 
m(r-r0 )=F(r) (1.9.6) 
6 = 大 


有 心力 的 量 值 , 一 般 只 是 矢 径 -的 函数 . 可 以 证 明 有 心力 是 保守 力 , 它 所 作 
的 功 与 路 径 无 关 , 现 推 证 如 下 : 
质点 受 变 力 作用 而 沿 曲 线 运动 时 ,由 式 (1.7.2) 知 


w= Fear 
4 


对 极 坐 标 系 来 讲 ,可 以 把 分 解 为 径 向 分 矢量 F,i 和 横向 分 矢量 Fj; 同 理 , 元 
位 移 dr 也 可 分 解 为 径 向 分 位 移 dri 及 横向 分 位 移 (rd9)j. 所 以 ,在 极 坐标 系 中 ， 
力 所 作 的 功 为 


a 
WwW= | Fdr + Fardo (1.9.7) 
4 


对 有 心力 来 讲 , 力 的 方向 恒 沿 矢 径 , 而 其 量 值 一 般 又 只 是 矢 径 ~ 的 函数 , 故 
问题 可 更 简单 . 因 F,=0,F,=R(7r) , 故 式 (1.9.7) 简 化 为 


w= F(ar (1.9.8) 


如 A 点 的 r=ri,8 点 的 r=r;, 则 自 r=r, 至 r= 对 式 (1.9.8) 积 分 ,就 得 出 在 这 种 
情形 下 ,质点 自 r=m 至 r=r, 沿 曲 线 轨道 运动 时 , 力 严 对 质点 所 作 的 功 为 


w= 三 F(nDdr (1.9.9) 


这 个 定 积分 的 值 , 显 然 只 取决 于 起 点 和 终点 的 矢 径 ,而 与 中 间 所 通过 的 路 径 无 
关 . 这 就 证 明了 我 们 上 面 所 作 的 论断 :有 心力 是 保守 力 . 其 实 , 如 果 我 们 利用 保守 
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力 的 判 据 VxF =0, 我 们 立即 就 可 得 出 这 个 论断 . 
既然 有 心力 是 保守 力 , 那 它 一 定 存在 势能 了 , 且 
F=-vy 
因为 势能 差 与 原点 选取 无 关 , 故 可 写 出 : 
f rdr = (VW) (1.9.10) 


这 时 势能 函数 了 当然 也 只 是 矢 径 ~ 的 函数 , 即 Y=VY(r). 至 于 机 械 能 守恒 定律 当 
然 也 是 成 立 的 , 它 的 具体 表达 式 是 


二 (+P6) + Vr)=E (1.9.11) 


其 中 E 是 质点 的 总 能 , 它 是 一 个 常数 . 

我 们 也 可 用 式 (1.9. 11) 来 代替 式 (1.9.6) 中 的 第 一 式 , 前 者 同 式 (1.9.6) 中 
的 第 二 式 一 样 ,都 是 一 阶 微分 方程 . 解 算 有 心力 的 问题 ,可 以 把 这 两 个 一 阶 微分 
方程 结合 起 来 ,作为 基本 方程 ,以 代替 式 (1.9.6). 


(2) 轨道 微分 方程 一 一 比 耐 公式 


在 力学 中 ,很 多 问题 是 求 质点 在 已 知 力作 用 下 的 运动 规律 , 即 求 出 质点 的 坐标 
和 时 间 之 间 的 关系 . 在 有 心力 的 问题 中 ,为 了 求 出 在 有 心力 作用 下 的 质点 运动 规 
律 , 我 们 可 以 从 式 (1.9. 6) 中 的 第 二 式 和 式 (1.9.11) 出 发 , 求 出 ,6 和 的 关系 , 即 r= 
/0.9=6(0). 但 在 很 多 情况 下 ,我 们 并 不 能 得 出 这 样 显 函数 的 形式 ,而 只 能 把 它们 表 
示 为 :的 隐 函 数 ,例如 平方 反比 问题 中 的 开 普 盘 方程 (参见 本 章 习 题 1.49). 

在 力学 问题 中 ,欲求 轨道 方程 ,通常 是 先 求 运动 规律 ,然后 再 从 运动 规律 中 
把 参数 ,消去 ,因为 运动 规律 就 是 轨道 的 参数 方程 (时 间 是 参数 ). 在 有 心力 问 
题 中 ,我 们 常 采用 另外 一 种 方法 ,就 是 先 从 式 (1.9.6) 中 把 :消去 ,得 出 + 和 9 的 
一 个 微分 方程 , 青 进行 求解 ,就 可 直接 得 出 ,6 的 关系 式 , 亦 即 轨道 方程 

为 了 计算 方便 起 见 ,我 们 又 常用 + 的 倒数 来 代替 , 即 求 出 和 09 的 微分 
方程 

由 式 (1.9.6) 中 的 第 二 式 , 知 6 = 和 以 4= 下 代替 , 则 得 


日 = Pa 


@ 参看 式 (1.7.8). 在 平面 极 兴 标 系 中 , 判 据 VxF=0 的 分 量 形式 是 >。 27:-0. 令 用 =0. 忆 = 


F(r) , 故 wxPF=0. 
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;2dr_drdg_d 1ydo_ 1 diy pd 
> 


uid wd do 
= 和 


de dt d6/ dg db dg” 
把 7 及 6 的 表达 式 代 入 式 (1.9.6) 的 第 一 式 中 ,i 就 消去 了 ,并 得 到 
| af dz ”下 | 
Dd ra (1.9.12) 


这 就 是 所 要 求 的 轨道 微分 方程 ,通常 叫做 比 耐 公式 ,引力 时 为 负 号 , 斥 力 时 下 
为 正 号 利用 这 个 公式 ,除了 在 已 知 力 的 情形 下 求 轨道 方程 外 ,也 可 从 已 知 质点 
在 有 心力 作用 下 的 轨道 方程 , 求 出 有 心力 F(r) 的 具体 形式 . 


(3) 平方 反比 引力 一 一 行星 的 运动 


在 有 心力 问题 中 , 力 与 质点 到 力 心 间 的 距离 成 平方 反比 的 问题 ,是 一 个 很 重要 
的 问题 . 行星 绕 太 阳 的 运动 ,就 是 在 力 与 距离 平方 成 反比 的 引力 作用 下 发 生 的 ,这 种 
力 就 是 熟知 的 万 有 引力 . 另 一 方面 ,在 物理 学 中 ,也 存在 平方 反比 的 斥 力 问题 ,例如 用 
a 粒子 ( 带 正 电 ) 麦 击 原子 核 (也 带 正 电 ) ,将 发 生 散射 现象 . 这 时 a 粒子 所 受 的 力 虽 
然 也 是 有 心力 ,但 与 万 有 引力 不 同 ,是 一 种 与 距离 平方 成 反比 的 排斥 力 . 我 们 将 先 研 
究 与 行星 运动 有 关 的 平方 反比 引力 问题 ,后 再 研究 a 粒子 的 散射 问题 . 
现在 让 我 们 利用 比 耐 公式 来 求 质点 在 与 距离 平方 成 反比 的 引力 作用 下 的 轨 
道 方程 . 
如 果 我 们 令 太阳 的 质量 为 ms ,行星 的 质量 为 m, 则 由 万 有 引力 定律 ,知行 星 
和 太阳 之 间 的 作用 力 可 以 写 为 
Fe (1.9.13) 
7 5 
式 中 6 为 万 有 引力 常量 ,k=Gms 是 一 个 与 行星 无 关 而 只 和 太阳 有 关 的 量 , 叫 做 
太阳 的 高 斯 常数 ,r 为 行星 和 太阳 之 间 的 距离 . 
把 式 (1.9.13) 代 入 式 (1.9.12) 中 ,得 


3 


| T+u 
即 

各 + (1.9.14) 
如 令 

让 


52 第 一 章 质点 力学 


则 式 (1.9. 14) 变 为 a 
dE ES0 (1.9.15) 


这 个 微分 方程 的 形式 与 谐振 动 方程 完全 一 样 ,所 以 它 的 解 是 
E€=Acos(0 - 60) 


而 2 和 
+ 和 =Aeos(0 -0,) + 和 
或 
1 h? /ke? 
Et/ 1.9.16 
"Th 1+ALcos(0- 0) hm ( ) 


式 中 4 及 b 是 两 个 积分 常数 . 如 果 把 极 轴 转 动 一 个 角度 ,可 使 0。=0, 这样, 式 
(1.9. 16) 就 简化 为 
Li 
a 
1 + (Ah*/k*)cosO 
式 (1.9.17) 就 是 我 们 所 要 求 的 轨道 方程 . 如 果 把 它 和 在 极 坐 标 系 的 标准 圆锥 曲 
线 方程 


(1.9.17) 


Ro , 
“+ ecos6 人 


相 比较 , 知 轨道 是 原点 在 焦点 上 的 圆锥 曲线 , 力 心 位 于 焦点 上 , 且 
jz =p, 4hz2 = 4p =e (1.9.19) 

为 圆锥 曲线 正 焦 弦 长 度 的 一 半 ,e 为 偏心 率 ,此 时 9 应 从 焦点 至 准 线 所作 的 垂 
线 量 起 . 

根据 解析 几何 知 , 式 (1.9. 18) 所 代表 的 圆锥 曲线 ,可 依 。 的 数值 ,分 为 下 列 
三 种 类 型 (图 1.9.2) : 

(a) 椭圆 

在 B8 点 ,r=a-c=a(1-e),9=0 


故 a(1-e)= 帮 


+e 
即 pP=a(1-e:) ,e<1 
(b) 抛物 线 (1.9.20) 
在 B 点 ,r=9,9=0,p=2g,e=1 
(ce) 双 曲 线 下 
在 B 点 ,r=c-a=a(e-1) 
故 pP=a(ez-1),e>1l 


WD 是 左边 的 一 支 . 右边 的 一 支 为 斥 力 的 情况 ,其 方程 为 r= ae 
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在 圆锥 曲线 中 , 离 力 心 最 近 的 顶点 B8 叫 近日 点 . 在 椭圆 中 , 离 力 心 最 远 的 顶点 
8 ' 叫 远 日 点 . 在 抛物 线 和 双 曲 线 中 都 没有 远 日 点 . 

由 式 (1.9.20) 可 以 看 出 :要 决定 轨道 是 什么 形状 ,需要 根据 起 始 条 件 来 确 
定 偏心 率 。 的 数值 . 但 。 是 轨道 的 几何 常数 ,在 力学 中 ,希望 采用 动力 常数 来 作 
为 轨道 类 别 的 判 据 . 既然 有 心力 是 保守 力 ,机 械 能 守恒 定律 成 立 , 是 否 可 用 总 能 
量 E 来 作为 判 据 呢 ?我 们 现在 就 来 讨论 这 个 问题 . 

我 们 已 经 讲 过 :机 械 能 守恒 定律 式 (1.9. 11) 和 式 (1.9.6) 中 的 第 二 式 动量 
和 矩 守恒 定律 结合 起 来 ,可 以 作为 解决 有 心力 问题 的 基本 方程 既然 在 平方 反比 引 
力 问 题 中 , 力 R(r) 的 具体 形式 已 知 ,我 们 应 能 求 出 式 (1.9. 11) 中 V(r) 的 具体 形 
式 . 因 下 =-VY Y, 而 在 有 心力 这 种 具体 问题 中 ,势能 只 是 矢 径 > 的 函数 ,所 以 前 式 
变 为 


所 以 v= -rar = [ear 
如 取 无 穷 远 处 的 势能 为 零 , 则 得 质点 在 距 力 心 为 时 的 引力 势能 为 
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Pr Am kml| 
op dr (1.9.21) 
这 样 , 式 (1.9. 11) 就 变 为 
Ln +47) -mg (1.9.22) 
2 r 


现在 ,把 式 (1.9.22) 和 式 (1.9.6) 中 的 第 二 式 结合 起 来 ,以 消去 di. 为 此 ,我 
们 作 下 列 变换 : 
dr _drdg 大 dr ya 
-rod Fd (因为 "0=%) 
把 上 式 中 的 * 代入 式 (1.9. 2 由， 得 
a 
3"[ 和 ( 葛 + 生 -于 ] = 


多 


解 出 名 6' 并 分 离 变 量 ， 得 


hdr a 
r /= + 242r -由 
m 
两 边 分 别 积分 " ,得 
2 2 
arcsin — r= -0+3m -pb 
ET 2 
故 
2 
py 3 (1.9.23) 


1 + VI +2hE/k'm[ceos(0 - 9,)] 
以 此 与 标准 式 (1.9.18) 比 较 , 知 


elt + (1.9.24) 


所 以 不 用 比 耐 公式 ,我 们 也 可 由 式 (1. 9. 11) 和 式 (1.9.6) 中 的 第 二 式 求 轨道 方 
程 ,虽然 步骤 可 能 稍 烦 琐 一 些 ,但 物理 意义 却 丰 富 些 , 因 为 它 的 积分 中 ,直接 包含 
了 总 能 量 已 


2 
由 式 (1.9.24) ,我 们 就 得 出 了 用 总 能 量 已 作为 轨道 类 别 的 判 据 . 因 生 (总 ) 
恒 为 正 ,所 以 ,如 
bx + 2a 


1 
@ 可 利用 积分 公 Si fr 0 来 进 行 各 分 
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E < 0, 则 。 < 1, 轨 道 为 椭圆 ; 


已 =0, 则 e = 1, 轨 道 为 抛物 线 ; 
如 
E > 0, 则 e > 1 ,轨道 为 双 曲线 . 


(4) 开 普 勒 定律 


日 .月 .星辰 每 天 东升 西 落 ,是 最 常见 的 天 文 现象 . 如 何 解释 这 种 最 常见 的 现 
象 ,历史 上 却 经 过 了 漫长 曲折 的 道路 . 公元 2 世纪 , 托 勒 玫 ( 希 腊 人 ) 提 出 了 “地 
心 宇宙 体系 ” ,认为 地 球 位 于 宇宙 中 心 , 其 他 星球 都 在 圆 形 轨 道上 绕 着 地 球 转 
动 . 公元 16 世纪 , 哥 白 尼 ( 波 兰 人 ) 在 他 所 著 的 《天 体 运行 ) 一 书 中 ,提出 了 “地 动 
说 " ,勇敢 地 向 统治 欧洲 一 千 多 年 的 神权 挑战 . 他 指出 :地 球 不 是 宇宙 中 心 ,地 球 
除 绕 自 己 的 轴 旋 转 外 ,还 和 其 他 行星 一 起 绕 着 太阳 运转 . 

不 过 ,由 于 当时 历史 条 件 的 限制 , 哥 白 尼 的 学 说 也 存在 着 两 方面 的 错误 . 第 
一 ,他 把 太阳 当 作 宇宙 的 中 心 . 实际 上 ,太阳 不 是 宇宙 的 中 心 ,也 不 在 银河 系 的 中 
心 . 宇宙 是 无 限 的 , 它 根本 没有 中 心 . 第 二 ,他 认为 天 体 轨道 都 是 正 圆 形 的 . 这 是 
受 古代 希腊 唯心 主义 哲学 的 影响 ,错误 地 认为 天 体 都 是 完美 的 ,只 能 在 最 完美 的 
曲线 一 一 正 圆 上 运行 . 后 来 , 开 普 勒 (德国 和 人) 利用 他 的 前 非 第 谷 . 布 拉 赫 (丹麦 
人 ) 的 观测 资料 ,改进 了 哥 白 尼 的 学 说 ,解除 了 自古 以 来 圆 运动 的 思想 束缚 , 提 
出 了 下 列 三 条 关于 行星 运动 的 定律 , 即 所 谓 开 普 勒 定律 . 

开 普 勒 第 一 定律 :行星 绕 太 阳 作 椭 圆 运 动 , 太 阳 位 于 椭圆 的 一 个 焦点 上 . 

开 普 勒 第 二 定律 :行星 和 太阳 之 间 的 连 线 ( 矢 径 ) ,在 相等 时 间 内 所 扫 过 的 
面积 相等 . 

开 普 勒 第 三 定律 :行星 公转 的 周期 的 平方 和 轨道 半 长 轴 的 立方 成 正比 . 

后 来 ,牛顿 又 发 表 了 万 有 引力 定律 ,进一步 六 明了 天 体 运行 的 动力 学 规律 . 
开 普 勒 定律 先后 发 表 于 1609 年 (第 一 、 第 二 定律 ) 和 1619 年 (第 三 定律 ) ,而 牛 
顿 的 万 有 引力 定律 则 发 表 于 1687 年 , 迟 了 半 个 世纪 以 上 . 开 普 勒 定律 是 在 大 量 
观测 资料 上 总 结 出 来 的 ,而 牛顿 则 又 以 它们 为 基础 ,并 结合 他 自己 提出 的 运动 第 
二 定律 ,推出 了 万 有 引力 定律 . 现在 ,为 明了 起 见 ,我 们 也 顺 着 历史 发 展 的 途径 ， 
从 开 普 勒 定律 推出 万 有 引力 定律 . 

设 4 是 矢 径 扫 过 的 面积 ,由 开 普 勒 第 二 定律 , 知 单位 时 间 内 , 矢 径 所 扫 过 的 
面积 相等 , 即 


d4 
到 = 常数 


现在 让 我 们 来 求 季 的 表达 式 . 在 图 1.9.3 中 ,P, 、P; 为 行星 沿 着 它 的 轨道 运动 时 
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两 相 邻 瞬间 的 位 置 , 且 对 太阳 所 张 的 角度 为 A6. 行星 自 P, 沿 着 轨道 运动 到 户 
所 需 的 时 间 为 Ar 在 这 段 时间 内 , 矢 径 所 扫 过 的 面积 A4 为 OP,P:. 当 At 一 0 时 ， 


图 1.9.3 


户 一 PaA4 就 近似 地 等 于 AOP,P; 的 面积 , 即 十 r(rab) ,所 以 


Tn MA = ji 


12A0_ 1 
dt woAt ao2 AL 2 


nb 


或 
24 =rb (1.9.25) 

故 单位 时 间 内 矢 径 所 扫 过 的 面积 的 两 倍 等 于 让 6. 如 4 为 常数 , 则 78 也 是 党 
数 . 如 令 m 为 行星 的 质量 , 则 mr*6 也 必定 是 常数 . 但 mr*6 是 行星 对 太阳 的 动 
量 矩 ,由 式 (1.8. 16) 可 知行 星 所 受 的 力 对 太阳 的 力矩 为 零 , 因 行星 恒 具 有 加 速 
度 , 即 受 力 不 为 零 , 故 行星 所 受 力 必 是 有 心力 ,太阳 是 力 心 . 

现在 ,由 开 普 勒 第 一 定律 来 求 行星 所 受 的 力 的 量 值 . 既然 轨道 为 椭圆 ,我们 
就 可 把 轨道 方程 写 为 [参看 (1.9. 18) ] 


7 = 一 一 一 一 一 
1 + ecosg 


或 
Pe 
p Pp 
把 这 关系 式 代 人 比 耐 公式 (1.9. 12) ,就 得 到 
= mh (du = 
F= mw +) = 站 (1.9.26) 


这 表明 行星 所 受 的 力 是 引力 , 且 与 距离 平方 成 反比 . 

乍 一 看 来 ,似乎 不 要 开 普 勒 第 三 定律 就 已 能 推出 万 有 引力 定律 了 ,其 实 不 
然 . 我 们 并 不 能 把 式 (1. 9. 26) 化 成 式 (1. 9. 13) , 因 在 式 (1.9.26) 中 ,h 和 p 对 每 
一 行星 来 讲 , 都 具有 不 同 的 数值 ,而 式 (1.9.13) 中 的 及 (=Gms), 则 是 一 个 与 行 
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星 无 关 的 常数 . 为 了 能 把 式 (1. 9. 26) 化 为 式 (1.9. 13) ,就 得 利用 开 普 勒 第 三 定 
律 . 现在 , 先 让 我 们 来 计算 在 有 心力 作用 下 行星 公转 的 周期 . 


由 (1.9.25) 及 (1.9.4) 两 式 , 知 24 =r6 =h, 积 分 ,得 


24 =h(t -4) 
当 矢 径 扫 过 全 部 椭圆 后 ,4=mab ,而 所 需 的 时 间 就 是 周期 +, 所 以 
27ab = hr 
即 
_ 27ab 
Th 
而 
4m 
a ha 
因 
ti -0)=al(! -与 =a(1 -e)=p 
a a a 
故 


Arp 
h’ 


BD 


根据 开 普 勒 第 三 定律 ,三 是 与 行星 无 关 的 常数 . 所 以 虽然 h 和 p 都 是 和 行星 


3 
有 关 的 常数 ,但 号 人 或 6) 则 是 一 个 与 行星 无 关 的 常数 , 因 而 如 令 生 = 人 ,我 们 就 


可 以 把 式 (1.9. 26 ) 化 为 式 (1.9. 13) , 即 已 = -mm 妥 A 
这 样 ,周期 + 又 可 写 为 


_ 27a” 


k 
牛顿 还 研究 了 月 球 绕 地 球 的 运动 ,发 现 地 球 对 月 球 的 引力 和 地 球 吸引 地 面 
上 的 各 物体 的 力 遵 从 同一 规律 ,属于 同一 性 质 . 进一步 的 研究 表明 ,这 种 眼 两 者 
质量 的 乘积 成 正比 而 跟 两 者 距离 的 平方 成 反比 的 引力 ,并 不 是 天 体 之 间 所 特有 
的 ,而 是 存在 于 任意 两 个 物体 之 间 , 故 称 万 有 引力 . 后 来 , 开 文 迪 什 还 在 实验 室 里 
用 扭 秤 的 方法 比较 准确 地 测定 了 万 有 引力 常量 C 的 数值 (1798 年 ). 
开 普 勒 所 根据 的 观测 资料 ,都 是 凭 肉眼 进行 的 . 随 着 望远镜 等 精密 仪器 的 出 
现 ,发 现行 星 实际 运行 的 情况 与 开 普 勒 定律 有 少许 偏离 . 这 是 因为 行星 不 但 受到 太 
阳 的 引力 ,还 要 受到 其 他 行星 的 引力 ,而 且 太 阳 也 不 是 绝对 不 动 的 . 如 果 把 这 些 因 
素 考 虑 进去 , 则 理论 和 实践 可 以 符合 得 更 好 . 关于 行星 受到 其 它 引力 问题 ,属于 天 
体力 学 的 范畴 ;关于 如 何 处 理 太阳 的 运动 问题 ,将 在 $2.5 中 再 详 加 讨论 . 


(1.9.27) 


58 第 一 章 质点 力学 


(5) 宇宙 速度 和 宇宙 航行 


自从 20 世纪 50 年 代 末 期 起 ,人 造 地 球 卫 星 和 宇宙 飞船 相继 发 射 成 功 . 现 
在 ,人 类 已 可 克服 万 有 引力 的 作用 ,乘坐 宇宙 飞船 ,围绕 地 球 飞行 或 在 月 球 上 着 
陆 , 并 且 还 在 不 断 改 进 宇航 手段 ,对 金星 、 火 星 和 各 种 天 体现 象 ,进行 宇宙 空间 的 
科学 考察 .研究 和 利用 . 

我 们 知道 :要 成 功 地 发 射 人 造 地 球 卫星 或 宇宙 飞船 ,牵涉 很 多 科学 技术 方面 
的 知识 , 它 已 成 为 一 门 综合 性 的 新 兴学 科 , 叫 做 空间 科学 技术 . 它 里 面 的 一 个 问 
题 ,就 是 发 射 速度 问 题 . 发 射 速度 虽然 是 一 个 早 就 知道 了 的 问题 ,但 由 于 它 的 数 
值 巨大 ,一 直 难 以 达到 . 直到 20 世纪 中 期 ,火箭 技术 飞 牙 发 展 , 才 使 早先 人 类 认 
为 是 梦想 的 东西 逐渐 变 为 现实 . 可 见 理论 对 实践 常 具 有 相当 重要 的 指导 作用 . 

现在 ,我 们 就 根据 本 节 中 所 得 到 的 一 些 结果 ,来 计算 这 个 发 射 速度 ,通常 把 
它 叫 做 宇宙 速度 . 为 此 ,我 们 先 要 算出 总 能 量 E 和 轨道 半 长 轴 a 之 间 的 关系 . 

利用 式 (1.9.4)r6 =h, 把 6 从 式 (1.9.22) 中 消去 ,得 

Bn(P + i) -SE (1.9.28) 

如 轨道 为 椭圆 , 则 在 近日 点 ,有 r=a(1-e) ,7? =0, 代 入 式 (1.9.28) 中 ,并 利 

用 如 /=p 和 p=a(1-e) 的 关系 ,得 


mh’ _ km_mka(l -ee) _ km 
‘27 rr 2-o a(l-e) 
__ km 
= (1.9.29) 
如 轨道 为 抛物 线 , 则 在 近日 点 , =0,r=g,p=29, 代 入 式 (1.9.28) 中 ,得 
= mh hem 
2g9 4 
但 
h* =k*(2q) 
故 
尼 (29) _ pe 
Bm mg (1.9.30) 


2 了 9 9 
同 理 , 如 轨道 为 双 曲 线 , 则 在 近日 点 , =0,r=a(e-1), 代 入 式 (1.9. 28) 
后 ,得 


人 1) 
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这 些 结果 和 前 面 所 得 到 的 判 据 是 一 致 的 . 
现在 我 们 可 以 计算 从 地 球 表面 上 发 射 人 造 地 球 卫星 或 宇宙 火箭 所 需要 的 最 
低速 度 了 . 因为 根据 式 (1.9.28) 和 式 (1.9.29) ,我 们 知道 ,对 于 椭圆 轨道 的 星体 
而 言 
ip km Rm 
Dp SI 
在 普通 物理 学 中 可 知 ,从 地 球 表面 上 发 射 一 颗 人 造 地球 卫 星 所 需要 的 最 低 
速度 w 为 


(1.9.32) 


v= Vgr = V9.8 x6 400/ 000 km/s = 7.9 km/s 

这 个 速度 叫 第 一 字 宙 速度 ,又 叫 环绕 速度 . 如 在 (1.9. 32) 中 , 令 a=r= 地 球 
半径 , 尼 =&r , 亦 可 得 出 同样 结果 ,读者 可 自行 加 以 验证 . 

在 式 (1.9.32) 中 ,如 令 a=% ,并 令 这 时 的 v 为 v, 则 

2k 
= = 28r 
即 
w= Vigr =V2v, 

故 如 物体 发 射 时 的 速度 等 于 或 大 于 wm ,物体 就 可 以 脱离 地 球 引 力 的 作用 而 不 再 
回来 ,或 者 绕 着 太阳 运转 成 为 一 个 人 造 行星 . 这 个 速度 叫做 第 二 宇宙 速度 ,也 叫 
逃逸 速度 . 

因 w =7.9 km/s, 故 

v=1.4 x7.9 km/s = 11.2 km/s 

虽然 在 计算 v, 时 ,是 令 式 (1.9.32) 中 的 a=% ,但 这 只 是 相对 于 地 球 而 言 
的 , 即 第 二 宇宙 速度 是 指 物体 脱离 地 球 引力 的 作用 所 需要 的 最 低速 度 ,但 还 不 能 
赔 离 太阳 引力 的 作用 . 也 就 是 说 ,具有 这 样 速 度 的 物体 ,还 不 能 离开 太阳 系 . 

现在 来 计算 一 下 ,物体 从 地 球 表面 发 射 应 具有 多 大 的 速度 ,才能 脱离 太阳 
系 , 飞 到 其 他 星系 上 去 . 我 们 通常 把 这 个 速度 叫做 第 三 宇宙 速度 ,并 以 v, 表 之 . 

让 我 们 先 计算 在 地 球 绕 太 阳 运 行 的 轨道 上 发 射 物体 时 可 以 脱离 太阳 的 速 
度 w 

由 第 二 宇宙 速度 w 的 表达 式 可 以 得 出 


2 岗 2Gme 


” 


(1.9.33) 


RR 
式 中 ms 是 地 球 的 质量 ,r 是 地 球 的 半径 . 因此 ,如 果 太 阳 的 质量 是 ms ,地球 绕 太 
阳 运 行 的 轨道 的 半径 是 ”, 则 仿 式 (1. 9. 33) ,脱离 太阳 系 的 速度 应 为 

ms (1.9.34) 


r 


v 
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因 在 地 球 绕 太阳 运行 的 轨道 处 发 射 , 地 球 的 引力 可 忽略 不 计 . 
用 式 (1.9. 33) 除 式 (1.9.34) ,得 


je /2 (1.9.35) 
6 


已 知 太阳 的 质量 是 地 球 质 量 的 333 400 倍 , 而 地 球 绕 太 阳 的 轨道 半径 的 平 
均值 , 约 为 地 球 半径 的 23 400 倍 ,因此 


333 400 
23 400 


事实 上 ,脱离 太阳 系 的 发 射 速度 ,并 不 需要 这 么 大 ,因为 地 球 绕 太阳 公转 的 
速度 约 为 30 km/s. 因此 ,如 果 发 射 时 的 速度 方向 和 地 球 在 公转 轨道 上 运行 的 速 
度 方向 一 致 ,那么 只 要 相对 于 地 球 的 速度 为 12 km/s, 相 对 于 太阳 的 速度 就 能 达 
到 42 km/s. 不 过 ,物体 都 是 在 地 面 发 射 的 ,所 以 还 要 同时 克服 地 球 的 引力 . 因 
此 ,wm 的 值 应 近似 地 按 下 式 计 算 : 


1 2 km 


v=11.2 x km/s = 42 km/s 


2 km_m 2 
mn 12 km/s) (1.9.36) 
但 
此 (11.2 km/s)? 
r 
故 


v; = V(12) + (11.2)” km/s ~ 16.5 km/s 
如 果 计 及 其 他 行星 的 引力 , 则 v, =16.7 km/s. 

自从 1957 年 第 一 颗 人 造 地 球 卫星 上 天 以 后 ,世界 各 国都 开始 重视 空间 科学 
技术 的 研究 ,竞相 发 射 人 造 地 球 卫星 . 目前 ,太空 中 人 造 地 球 卫星 的 数目 非常 之 
多 . 有 的 用 于 科学 研究 .气象 观测 和 通信 转播 ,有 的 用 于 军事 探测 . 卫星 的 高 度 也 
越 来 越 大 ,因而 留 在 太空 的 时 间 也 就 越 来 越 长 . 还 有 “同步 卫星 ”, 它 运转 的 周期 
和 地 球 自转 的 周期 相同 ,因而 从 地 球 上 来 看 , 它 始 终 停留 在 某 个 地 方 的 上 空 ,就 
好 像 它 并 不 旋转 一 样 . 

20 世纪 60 年 代 以 后 ,空间 科学 技术 发 展 得 很 快 . 发 射 的 速度 已 能 达到 第 二 
宇宙 速度 . 因而 ,人 造 太阳 行星 . 载 人 卫星 式 飞船 . 飞 往 月 球 的 宇宙 火箭 ,都 相继 
发 射 成 功 . 到 了 20 世纪 60 年 代 未 期 (1969 年 7 月 ) , 载 人 的 宇宙 飞船 ,首次 在 月 
球 上 着 陆 . 进入 20 世纪 70 年 代 后 , 飞 往 金星 和 火星 的 探测 器 也 已 先后 在 这 两 个 
较 近 行星 上 着 陆 . 目前 , 飞 向 离 地 球 较 远 的 行星 的 探测 器 ,已 正在 飞行 途中 . 预计 
在 长 达 12 年 (1977 一 1989 ) 的 漫长 旅行 中 ,将 先后 抵达 木星 土星. 天王星 和 海 
王 星 ,对 它们 进行 拍照 和 研究 . 

我 国 在 1970 年 4 月 24 日 发 射 了 第 一 颗 人 造 地 球 卫星 ,近地点 是 439 km , 远 
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地 点 是 2 384 km. 由 于 卫星 的 轨道 平面 和 地 球 赤道 平面 的 夹 角 为 68.5°, 所 以 地 
球 上 大 部 分 地 区 都 能 看 到 这 颗 卫星 , 它 所 放送 的 “东方 红 " 歌 曲 也 几乎 响 遍 世界 
各 地 . 到 1985 年 10 月 26 日 ,我 国 已 先后 发 射 了 17 颗 人 造 地球 卫 星 , 并 且 准 确 
地 回收 了 其 中 的 6 颗 卫星 ,而 且 第 九 .第 十 .第 十 一 三 颗 卫星 , 则 是 用 同一 枚 火箭 
发 射出 去 的 ,并 已 成 功 地 利用 通信 卫星 即 同步 卫星 于 电视 ,通信 和 科学 探测 . 这 
标志 着 我 国 空间 科学 技术 已 达到 了 一 定 的 水 平 . 当然 ,在 这 方面 要 赶 上 世界 最 先 
进 的 科学 技术 水 平 , 还 有 待 于 我 们 今后 的 继续 努力 . 


(6) 圆 形 轨道 的 稳定 性 
地 球 绕 太 阳 运 行 的 轨道 是 接近 于 圆 的 椭圆 . 我 们 知道 ,对 圆 形 轨道 来 讲 ,r 
或 坟 = 为 常数 . 由 比 耐 公式 (1. 9. 12) 可 知 ,在 有 心力 作用 下 ,对 任何 质点 (或 


星体 ) 来 讲 , 如 投掷 (起 始 ) 速 度 的 方向 垂直 于 位 矢 , 且 满 足 
-PC 
a 


he (1.9.37) 


的 关系 , 则 不 论 其 半径 为 何 ,都 将 作 圆 形 轨道 的 运动 , 式 中 P= 为 单位 质量 上 


所 受 的 吸引 力 . 现在 我 们 要 问 ,这 种 圆 形 轨道 是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 ? 这 个 问题 
在 物理 上 是 很 重要 的 . 因为 在 自然 界 中 ,微小 扰动 是 经 常 存在 的 , 它 将 破坏 不 稳 
定 的 圆 形 轨道 ,只 有 稳定 的 圆 形 轨道 , 才 有 机 会 继续 下 去 . 
令 w=uo 及 h=h。 为 某 一 圆 形 轨道 的 u 和 4 之 值 ,显然 
Pu) 
3 


Uo 


= 


为 了 研究 扰动 ,我 们 令 

=u + 和 (1.9.38) 
式 中 及 其 微 商 均 认 为 是 很 小 的 微量 ,h-h。 也 是 这 样 . 把 式 (1.9.38) 代入 式 
(1.9.12) 中 ,得 


dE _ Plu, + 有) 
a ET 6) 由 
把 式 (1.9.39) 的 右边 展 为 & 的 震级 数 ,得 
P(u, +€) 1 


人 De 
Re “Ra(! th) (Po + Pet ) 


= 1+ 全-2 专 ) + (1.9.40) 


式 中 P'= 四 ,而 下 标 0 表示 当 w=w 时 所 算出 的 值 . 
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如 取 一 阶 微量 , 则 式 (1.9.39) 变 为 


由 
tec (1.9.41) 
式 中 
PP 2 uoP, 
C=1-=—S{- -<)=3-—— 1.9.42 
. mF 2 Po 


而 C: 为 另 一 常数 ,其 值 对 问题 的 性 质 无 关 . 
根据 C,>0,C,<0 或 C,=0, 式 (1.9.41) 的 解 分 别 为 


6-4cos(VGO) +B( TO) + 
é€=Acosh( /C10)+Bsinh( VC， 0) + 名 (1.9.43) 
6 +A0+B 


在 这 些 解 中 ,只 有 式 (1.9.43) 中 的 第 一 式 即 C,>0 时 ,永远 保持 为 小 量 , 其 他 都 
将 随 9 的 增 大 而 趋 于 无 限 大 . 因此 ,半径 为 二 的 加 有 形 轨道 ,只 当 


ee <3 (1.9.44) 
时 , 才 是 稳定 的 . 
在 特殊 情况 下 ,我 们 考虑 引力 与 距离 n 次 方 成 反比 的 情况 , 即 
= (1.9.45) 
r 
UP 
则 Pp 村 四 
故 在 吸引 力 式 (1.9.45 ) 的 作用 下 作 圆 形 轨道 运动 时 ,只 当 
n<3 (1.9.46) 
才 是 稳定 的 . 


故 力 与 距离 成 正比 (n=-1) 及 力 与 距离 平方 反比 (n=2) 的 吸引 力 中 均 能 给 
出 稳定 的 圆 形 轨道 ,而 立方 反比 律 (n=3) , 则 给 出 不 稳定 的 圆 形 轨道 . 


(7) 平方 反比 斥 力 一 一 a 粒子 的 散射 


以 上 所 讨论 的 有 心力 都 是 引力 ,现在 我 们 转 而 讨论 斥 力 . 把 一 个 带 正 电荷 
2e 的 a 粒子 射 人 一 原子 中 ,如 果 原 子 的 结构 中 有 一 集中 在 很 小 区 域 的 核心 ,而 
且 此 核心 的 电荷 也 是 正 的 ,并 且 等 于 Ze,Z 为 该 原子 的 原子 序数 , 则 由 电学 中 的 
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库仑 定律 知 ,采用 国际 单位 制 单位 时 ,两 者 之 间 的 作用 力 表 示 为 
1 


1.9.47 
47e0 Tr r ( 9 


式 中 是 两 者 间 的 距离,s。 是 真空 中 的 介 电 营 数 ,4' = 
由 此 可 见 ,a 粒子 所 受 的 力 的 量 值 与 离开 核心 的 距离 的 平方 成 反比 ,而 力 
的 作用 线 则 沿 两 者 的 连 线 . 因原 子 核 的 质量 一 般 比 a 粒子 的 质量 大 许多 信 , 故 
近似 地 可 以 认为 不 动 . 这 样 ,我 们 就 可 以 认为 a 粒子 所 受 的 力 是 一 种 有 心力 , 力 
心 在 核心 上 .但 是 前 面 是 正 号 ,所 以 这 种 有 心力 是 斥 力 而 不 是 引力 . 
把 式 (1.9.22) 中 的 mi 改 为 忆 , 同 时 把 它 前 面 的 负 号 改 为 正 号 ,就 得 到 a 
粒 于 的 能 量 方程 , 即 


Tm +r) + 全- (1.9.48) 
式 中 m 是 a 粒子 的 质量 . 此 时 总 能 量 已 恒 为 正 , 因 而 a 粒子 的 轨道 是 双 曲 线 的 
一 支 ,这 时 力 心 在 轨道 凸 的 一 边 ( 在 引力 作用 下 的 双 曲 线 的 力 心 在 轨道 止 的 一 
边 ) ,如 图 1.9. 4 所 示 . 图 中 0 代表 原子 核 ( 力 心 ) 的 位 置 ,质点 轨道 的 对 称 轴 是 


通过 力 心 0 及 其 最 近 距 离 点 C 的 直线 0C ,因此 轨道 的 两 条 渐 近 线 和 直线 0C 相 
交 的 角度 是 一 样 的 . 如 果 用 9。 代表 这 个 角度 , 则 由 图 1.9. 4 可 见 , 质 点 在 飞 过 力 
心 附近 以 后 的 偏转 角 是 
p=7- 20, (1.9.49) 

这 种 现象 叫做 a 粒子 的 散射 . 

现在 来 求 a 粒子 散射 时 的 轨道 方程 . 根据 上 面 的 讨论 ,我们 只 要 用 "代替 
-局 m, 就 可 以 从 式 (1.9. 16) 或 式 (1.9.23) 得 出 a 粒子 散射 时 的 轨道 方程 . 但 是 
为 了 便于 计算 偏转 角 p 和 易于 阐述 其 中 一 些 量 的 物理 意义 ,我们 还 是 从 比 耐 公 
式 出 发 ,并 把 通 解 写 成 正弦 和 余弦 的 组 合 , 即 


WE Acon0t BaiG GC (1.9. 50) 
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式 中 C= 入 7, 而 4 及 B8 则 是 两 个 积分 常数 ,可 按 下 法 定 出 . 由 图 1.9.4, 当 0=" 


时 ,r=% ,u=0. 把 这 关系 代入 式 (1.9. 50) ,得 


A=C, (1.9.51) 
又 轨道 上 任 一 点 纵 坐 标 y=rsin9, 或 
了 
7 rsing sing 
即 
Wy (1.9. 52) 


把 式 (1.9.52) 代 入 式 (1.9.50) ,得 
1 Ci(l+cos0) 
7 sng 
当 69=T 时 , 纵 坐 标 y 等 于 从 力 心 到 双 曲 线 浙 近 线 所 作 的 垂 线 的 距离 p, 这 个 
距离 叫做 瞄准 距离 ,因此 


+B (1.9.53) 


B= (1.9.54) 


. 
p 
这 样 , 式 (1.9.50) 可 写 为 

w= Ci(l + eosg) + sin (1.9.55) 


a 粒子 的 偏转 角 p 是 当 a 粒子 远离 力 心 后 6 的 值 . 此 时 ,r 又 等 于 m ,u 又 等 
于 0. 因 此 ,从 式 (1.9.55) ,我 们 有 


机 1 + cosp LA 
Cp sing 2 
如 果 把 C,=-k'/mh* 代入 上 式 , 则 得 
9 _mh’ 
Re kp (1.9.56) 


设 无 穷 远 处 a 粒子 的 速度 为 v. 显然 ,在 无 穷 远 处 ,动量 矩 mh=mr(r0)= 
mpv。 , 故 h=pv。 ,得 


i 
co = (1.9.57) 
或 
p =—zcot 2 (1.9.58) 
mv 2 


这 就 是 a 粒子 的 瞄准 距离 p 和 a 粒子 飞 过 力 心 后 所 发 生 的 偏转 角 p 之 间 的 关 
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系 .不 过 这 个 式 子 对 单个 粒子 来 说 是 很 难 用 实验 验证 的 , 所 以 还 要 对 式 
(1.9.58) 加 以 修改 ,使 能 进行 实验 上 的 验证 . 

令 一 东平 行 的 具有 相同 速度 的 a 粒子 变 击 薄 爹 属 条 . 在 粒子 东 中 ,不 同 的 
粒子 有 着 不 同 的 瞄准 距离 ,因而 它们 在 飞 过 力 心 以 后 所 发 生 的 偏转 角 w 也 将 不 
同 . 我 们 用 dN 表示 单位 时 间 内 在 和 p+de 角度 内 所 散射 的 粒子 数 . 但 这 一 数 
目 不 便 于 描述 散射 过 程 的 特性 ,因为 它 依赖 于 入 射 粒子 东 的 密度 . 因此 ,我 们 引 
人 下 列 关系 式 : 


do = 一 (1.9.59) 
n 


来 代替 dN ,其 中 路 是 在 单位 时 间 内 通过 垂直 于 粒子 束 的 单位 截面 积 的 粒子 数 ， 
do 则 具有 面积 的 量 纲 ,叫做 散射 截面 , 它 完 全 由 散射 场 的 形式 所 决定 ,并 可 通过 
式 (1.9.59) 右 边 测 出 ,是 散射 过 程 中 的 一 个 重要 的 物理 量 . 

如 果 散 射 角 是 瞄准 距离 单调 下 降 的 函数 , 则 在 
散射 区 间 w 和 p+dye 内 所 散射 的 ,只 是 其 瞄准 距离 
为 p(w) 和 p(q)+dp(q) 的 粒子 . 这 种 粒子 的 数目 等 
于 与 半径 为 p 和 p+dp 的 两 圆周 间 环形 面积 的 乘 
积 (图 1.9.5), 即 dN=2mpdp n. 所 以 ,散射 截面 


do = 2mpdp 
或 
do =-2mp(p) 岂 (2)aoo (1.9.60) 
dp 
现在 ,把 式 (1.9.58) 代 入 式 (1.9.60) 中 ,以 消去 p， 图 1.9.5 
便 得 到 
1/ 大、 2msin 
a =34 (2) ?gp 


mn sn( 3 (1.9.61) 


这 就 是 著名 的 卢 瑟 福 公式 ,是 卢 瑟 福 在 1911 年 首先 推导 出 来 的 ,后 来 为 盖 革 及 
马 士 登 用 实验 所 证 实 (1913 年 ). 根据 实验 , 当 a 粒子 接近 较 重 原子 核 到 达 
10” m 时 ,上 述 关系 和 实验 结果 仍 基 本 符合 . 由 此 可 以 看 出 :原子 (原子 尺度 为 
10-"m) 中 的 原子 核 确实 集中 在 10"m 一 个 很 小 的 区 域内 ,与 卢 瑟 福 预 期 的 结 
果 一 致 . 在 非 相对 论 量子 力学 中 ,散射 截面 与 用 经 典 力学 所 得 的 结果 相同 . 


外 因 p 增 加 .9 减 小 , 故 冠 负 号 
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I. 运动 的 描述 方法 

1. 参考 系 一 一 描述 物体 运动 时 被 选 作 参 考 的 另 一 物体 叫 参考 系 . 

2. 运动 与 静止 一 一 相对 于 参考 坐标 系 而 言 ,运动 质点 的 坐标 是 时 间 : 的 函数 ,如 质点 坐 
标 为 常数 , 则 为 静止 . 


3. 运动 学 方程 
a 矢量 形式 r=r(t) 
b. 坐标 形式 
(i) 直角 坐标 x=h(t), y=h(t), z=f(t) 
(ii) 平面 极 坐标 r=r(t), 0=0(!) 


4. 轨道 一 一 运动 质点 在 空间 一 连 串 所 占据 的 点 形成 的 连续 曲线 ,其 方程 可 由 上 述 运动 
学 方程 消去 :而 得 . 


HI， 速度 与 加 速度 
1. 矢量 形式 v= 于， Cr 
2， 分 量 形式 (平面 ) 
速度 加 速度 
轴 向 2 2 
et 
径 向 7 -rgb 
横向 0 十 二 (20) 
切 向 : 3 或 "里 
法 向 0 过 
A 
了. 平 动 参考 系 
1. 义 速 直线 运动 参考 系 


z=z+w'( 绝 对 速度 = 牵连 速度 + 相对 速度 ) 
a=a'( 绝 对 加 速度 = 相对 加 速度 ) 
2. 加 速 直线 运动 参考 系 
v= + 
a=m+a'( 绝 对 加 速度 = 牵连 加 速度 + 相对 加 速度 ) 
.质点 运动 微分 方程 
1. 自由 质点 


67 


四 


小 


a. 矢量 形式 
mr =F(r,F ,1) 
b. 分 量 形式 
(i) 直角 坐标 


《ii 平面 极 坐标 
mF OF, 
2， 非 自由 质点 一 一 取消 约束 , 代 以 约束 反作用 力 ,就 可 把 非 自由 质点 视 为 自由 质点 ,再 


和 约束 方程 联 立 求解 . 
3. 理想 线 约 东 一 一 用 下 列 内 识 方 程 ,并 用 约束 方程 求 p. 


V. 非 惯性 参考 系 
1， 牛顿 运 动 定律 能 成 立 的 参考 系 叫做 惯性 参考 系 . 
2， 和 牛顿 运动 定律 不 能 成 立 的 参考 系 叫做 非 惯性 参考 系 . 
3. 对 非 惯性 参考 系 ,只 要 加 上 适当 的 惯性 力 , 则 牛顿 运动 定律 就 “仍然 "可 以 成 立 . 
4. 相对 于 惯性 参考 系 作 加 速 平 动 的 参考 系 所 要 加 的 惯性 力 为 ( -mao) ,mm 是 质点 的 质 
量 ,as 是 雁 连 加 速度 . 
VL 功 与 能 
1 功 = WW= Fr = 了 Pdx+ Fdy+F,d: 是 一 个 线 积分 ,其 值 一 般 随 其 值 路 径 而 异 . 
2. 能 一 物体 作 功 的 本 领 , 功 是 能 量变 化 的 量度 . 
3. 动能 7= 直 me? ,m 是 质点 的 质量 ,是 质点 运动 的 速度 . 


4. 势能 
如 下 =-V Y, 则 力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 , 只 与 两 端点 的 位 置 有 关 , 这 种 力 叫做 保守 力 ,在 
保守 力 场 中 ,函数 V(x,y,z) 就 是 质点 在 (x,y,z) 点 上 相对 于 某 一 规定 零点 的 势能 . 
好 .质点 动力 学 的 几 个 基本 定理 与 基本 守 伍 定 律 
1. 动量 定理 与 动量 守恒 定律 
a, 动量 = 质量 x 速度 =mv=p; 


动量 定理 电 --dUmo)=F; 
b. 动量 定理 六 = 到 (ma)= 严 ; 


ce. 动量 守恒 定律 “P=0,p= 常 矢量 ,或 二 =Ci,7 =C,, 2 =C,. 
2. 动量 矩 定理 与 动量 矩 守 恒定 律 
a. 动量 年 
(iD 对 于 一 点 的 动量 矩 J=rxp; 
《ii) 对 于 一 直线 的 动量 矩 一 一 先 求 对 线 上 任意 一 点 的 动量 矩 ,再 将 其 投影 到 该 线 
上 即 可 ,如 J.=k + rxp. 
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b. 力矩 M=rxF 
c, 动量 矩 定理 


YM=rxF 


Em] 7, 
d 四 。 

或 二 [m(z -zx )] =zp,-xF。 
本 
iy -2 ) ] =xF,-yF, 


d. 动量 矩 守 恒定 律 


当 M=0, 则 J= 常 矢量 
或 yoy Cl, sd ns SC sy ys Cs 
3， 动 能 定理 与 机 械 能 守恒 定律 
a， 动能 定理 


ee) =P ,dr 
b. 机 械 能 守恒 定律 一 一 对 保守 力 成 立 ,T+Y= 已 
4， 各 守 便 定律 都 是 运动 微分 方程 的 第 一 积分 ,至 于 诸 常 数 则 由 起 始 条 件 决 定 . 
姐 ， 有 心力 
1. 力 心 一 一 作用 力 恒通 过 的 某 一 定点 叫 力 心 . 
2. 一 般 性 质 
a， 有 心力 F(r) 是 保守 力 . 


b. 有 心力 的 动量 矩 守 恒 ,mr?6 =mh, 即 6 =h= 常 数 ,如 为 直角 坐标 系 , 则 x》 -7 


6. 质点 受 有 心力 作用 , 必 在 一 平面 上 运动 ,这 时 用 极 坐 标 较 方便 . 
3. 轨道 微分 方程 ( 比 耐 公式 ) 


A + ep 
dd m r 
4. 平方 反比 引力 一 一 行星 的 运动 
轨道 方程 一 一 圆锥 曲线 , 且 原 点 在 力 心 上 . 
LL 


r= 


1+ Vi NER mico(0 - 0,)] 
故 偏心 率 e=/1+2E(h/)* ,以 此 与 圆锥 曲 线 的 标准 式 相 比较 , 知 <0,c<1, 轨 道 为 梢 辆 ; 


有 =0,e=1, 轨 道 为 抛物 线 ;E>0,e>1, 轨 道 为 双 曲线 . 
5. 开 普 勒 定律 
a. 行星 绕 太 阳 作 椭圆 运动 ,太阳 位 于 其 中 的 一 个 焦点 上 . 


补充 例题 69 


b. 行星 和 太阳 之 间 的 连 线 ( 矢 径 ) ,在 相等 时 间 内 所 扫 过 的 面积 相等 . 
c. 行星 运行 时 ,周期 的 平方 和 轨道 的 半 长 轴 的 立方 成 正比 - 
6. 万 有 引力 定律 一 -可 由 牛顿 定律 和 开 普 勒 三 定律 推出 . 
7. 字 宙 速度 
a. 第 一 宇宙 速度 n = VE&r ~7. 9 km/s, 绕 地 球 转 - 
b. 第 二 字 宙 速度 m = V28r ~11.2 km/s, 脱 离 地 球 的 最 小 速度 . 
c. 第 三 宇宙 速度 wm ~ 16.7 km/s, 脱 离 太阳 系 的 最 小 速度 . 
8. 圆 形 轨道 稳定 性 的 判 据 


upP’ 1 
万 <3, 式 中 =, 


9. 平方 反比 斥 力 一 一 a 粒子 的 散射 
a， 轨道 为 双 曲 线 的 一 支 , 力 心 在 轨道 凸 的 一 边 ,与 引力 的 情形 不 同 . 
b， 瞄准 距离 p 和 偏转 角 w 之 间 的 关系 


Pe pe 
bn 
“, 卢 琴 福 公式 一 一 用 散射 截面 dr 代 p 
FE =+( ) Ztin 
sin (9/2) 


ew 
my 


补充 例题 


1.1 一 根 杆子 穿 过 可 绕 定点 8 转动 的 套 管 , 杆 的 4 端 以 匀速 c 沿 固定 直线 Ox 滑动, 求 
杆 上 W 点 的 轨道 方程 .速度 及 加 速度 ,以 角 9 的 函数 表示 , 设 4M=0B=d. 


[ 解 ] x=CM=ON=04-NA=dcolp-dcosgp (1) 
y = NM = dsing (2) 

则 Ey WO pe og \ 本 

p x eosp( a 1) deosg( 1) 


补充 例题 1. 1 题 图 
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而 
消去 ,得 W 点 的 轨道 方程 为 


wy +y(d-7) = dd-y) 
即 r+-d)(d-y) =0 (3) 
这 就 是 所 求 的 MM 点 的 轨道 方程 . 
和 欲求 速度 +, 应 先 求 * 及 了 .由 (1) 式 及 (2) 式 ,得 


六 =-apcscp + dpsin gp (4) 
y = dpcosp (5) 
9 之 值 可 自 题 中 所 给 的 条 件 求 出 , 即 由 已 知 4 点 的 速度 求 出 . 因 
x, = dcotp 
故 2 = -dcscip = ce 
由 此 得 出 
人 
ds 


把 (6) 式 9 之 值 代入 (4) 式 及 (5) 式 ,得 
= ccsinyp，y = -ccospsin2yp (7) 
由 此 可 求 出 
vaVP + [ecainig)’ + -con 更 
=e(1 - 2sinp + sin‘p + cos'psin'p)+ 
=e VI -2sin gp + sing (8) 
欲求 加 速度 ,应 先 求 及 了 (能 否 由 尝 求 出 ,何故 ?) 利用 式 (7) ,我 们 可 以 得 到 ， 


= 3cpsin’peosp = - 3csin’geosg( - sin’p) 


nt pedey (9) 


了 = - 2cgsinpcossp + cpsin'g = csinp(sinzp - 2eose)[ a 地 sin'p) 


补充 例题 71 


=- sime(sime - 2cosp) (10) 


由 此 可 求 出 


KA 
d 


， 

sin’'p(9sin’ peos'p + sin'p - 4sinzpeos2p + 4cos'‘p)7 
Cl 和 4 

= sin'p(3sin' pcos + 1 + 3cos'p)™ 


= sin'p T+ 3cosgp (11) 


故 杂 点 的 速度 及 加 速度 由 (8 ) 式 及 (11) 式 给 出 . 
1.2 有 一 划 平 面 曲 线 轨迹 的 点 ,其 速度 在 y 轴 上 的 投影 于 任何 时 刻 均 为 常数 “. 试 证 在 
此 情形 下 ,加 速度 的 量 值 可 用 下 式 表示 : 


式 中 * 为 点 的 速度 ,p 为 轨迹 的 曲率 半径 . 
[ 解 ] 由 **+7 = 得 
Was+e (1) 


求 (1) 式 对 时 间 4 的 微 商 ,得 


Ee 
dt 
由 此 得 出 (2) 
但 (3) 
比较 (2) 式 和 (3) 式 ,得 

Pe 

人 pr 

A 

， 

即 a = 二 (4) 


这 就 是 所 要 求 的 关系 . 

1.3 一 质点 用 一 轻 的 弹性 绳 系 于 固定 点 4, 强 的 固有 长 度 为 a. 当 悬 挂 质点 平衡 后 , 绳 的 
长 度 为 atb. 今 令 质 点 从 4 处 自 静止 状态 开始 下 降 , 试 讨论 质点 在 BD 间 的 运动 规律 . 并 求 质 
点 从 4 落 至 最 低 点 D( 开 始 返 回 ) 的 位 置 及 所 需 的 时 间 . 

[ 解 ] 先 求 D 点 的 位 置 . 设 48B=a,BC=6b,CD=c, 并 以 8 点 为 x 轴 的 原点 , 则 由 功能 关 
系 ,我 们 有 
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2 
mgla+b+e) =| pe 
0 2 


式 中 上 为 弹性 绳 的 劲 度 系 数 . 但 依 胡 克 定律 ,我 们 又 有 
mg = 由 (2) 


故 (1) 式 变 为 。 mg(arbte)= 二 9E(bre) 


由 此 得 c= V 丰 +2ap 
故 刀 在 4 下 方 e+b+ VOT+2a6 处 . 
现在 来 求 质点 在 8D 间 的 运动 规律 . 当 质点 从 4 到 达 8 时 , 因 系 自 
由 落体 , 故 有 补充 例题 1. 3 题 图 
vy = VIga (3) 


质点 过 B 后 , 受 弹性 力 及 重力 的 作用 而 运动 . 因为 重力 和 弹性 力 都 是 保守 力 ,所 以 质点 从 B 
点 运动 到 DD 又 回 到 8 点 即 振 动 一 周 后 ,质点 仍 具有 原先 的 速度 量 值 (1v,1= V2&a ) ,但 方向 
向 上 (车 空气 阻力 不 计 ). 过 8 点 以 后 ,由 于 弹性 绳 失去 作用 ,质点 又 只 受 重力 的 作用 而 运动 . 
所 以 以 点 分 界 , 运 动 具有 不 同 的 性 质 . 本 题 只 要 求 讨论 BD 间 的 运动 , 故 可 以 8 为 原点 ,BD 
为 x* 轴 , 则 质点 在 8D 间 的 运动 微分 方程 可 写 为 

mx=mg-hkr (x>0) (4) 


" De 四 


令 z- 呈 -xb 人 二 = 全 =w, 则 (5) 式 变 为 


E+wtf=0 (6) 
(6) 式 是 标准 的 谐振 动 方程 , 故 其 通 解 为 
€ = A'cos(wt + e) (7) 
式 中 如 及 s 是 两 积分 常数 .4' 代 表 振幅 , 即 最 大 位 移 , 故 应 等 于 c; 而 e 则 可 由 谐振 动 的 起 始 条 
件 决定 . 为 简单 起 见 , 只 考虑 质点 从 8 运动 到 D 所 需 的 时 间 . 由 (7) 式 可 得 


€ =- cwsin(wt + e) (8) 


设 当 4=0,zo=0, 故 和 =- 又 二 =m= V28a ,把 它们 代 人 (7) 式 及 (8) 式 ,得 
-4 = ceose， Viga =- cwsine 


即 ins = Vee <， /2 
wh b 
因 sine <0, cose < 0 
故 < = aretanA/ 和 + (9) 
由 此 得 质点 在 8D 间 的 运动 规律 为 


= = eos( /t+ aaa 于 + 可 + (10) 


补充 例题 3 


再 求 从 4 到 D 所 需 的 时 间 . 这 时 整个 运动 可 分 为 两 部 分 : 
(1) 从 4 到 B 为 自由 落体 , 故 所 需 的 时 间 为 F 
(2) 从 8 到 D 为 谐振 动 , 且 至 DD 返回 ,x=b+c, 帮 所 需 时 间 为 wt+e=27, 即 
4 = 和 = 万 on -<) = V(r — arctan, /2 
所 以 从 4 到 DD 所 需 的 总 时 间 为 
压 , (so 周 
1.4 一 质点 穿 在 一 光滑 抛物 线 轴线 上 方 h 处 ,并 从 此 处 无 初速 地 滑 下 ,抛物 线 的 方程 为 


六 =2px, 式 中 pp 为 一 常数 . 问 滑 至 何 处 ,曲线 对 质点 的 反作用 力 将 改变 符号 ? 
[ 解 ] 由 式 (1.5.5), 知 质点 运动 微分 方程 为 


mee = mesin 0 (CD 
m= mgeos 0—N (2) 


由 (1) 式 


两 侧 同 乘 以 ds, 并 积分 ,得 


人 da 


即 = 2g(h -7) (3) 
在 W=0 处 ,反作用 力 将 改 号 ;由 (2) 式 知 当 

i 

P 


时 ,=0, 反 作用 力 将 改 号 . 
yl 


1 
昌 二 = 一 
但 由 次 等 数学 知 证 = 趟 中 i 
dy yy 
Tv 号 
今 抛物 线 方程 为 六 =2px 
: 
故 =, =-hy -全 
7 了 ¥ 
把 y' 及 y" 之 值 代 人 (4) 式 ,得 
lL__|-rr| .pr 
p [+p (p+) 3 
1 1 1 了 
又 eosb = = 至 = (6) 
T+ tanzg [ES [区 


令 N=0, 并 把 (3) (5) 及 (6) 式 中 的 玫 全 及 cos9 的 值 代入 (2) 式 ,得 N 改 号 时 的 条 件 为 
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2g8( 大 一 7)P y 
罗 多 2 二 
7 p+y 


P+y 
P+3py-2ph=0 
即 改 号 处 的 y 为 方程 六 +3p*y-2p"h=0 的 根 . 
1.5 质量 为 m 的 质点 4, 在 光滑 的 水 平 桌 上 运动 . 
在 此 质点 上 系 着 一 根 轻 的 绳子 ,绳子 穿 过 桌面 上 一 小 孔 
0, 另 一 端 挂 一 相同 的 质点 B. 若 质点 4 在 桌面 上 离 0 点 


为 。 的 地 方 , 沿 垂直 于 04 的 方向 以 速度 3 eoj 射出 ， 


证 明 此 质点 在 以 后 的 运动 中 离 0 点 的 距离 必 在 a 及 3a 
之 间 . 
[ 解 ] 采用 隔离 物体 法 ,并 采用 极 坐 标 系 , 则 质点 4 


及 8 的 运动 微分 方程 分 别 为 补充 例题 1. 5 题 图 
m(7 -rb) = -TI 
- } (1) 
mrb = mh (2) 
了 -me&g = mr (B 点 ) (3) 
由 (1) 式 及 (3) 式 得 27 -r=-g (4) 
又 由 题 给 条 件 知 h=r( 性 )=a( co] , 训 
外 = ea (5) 
利用 (2) 式 ,把 (4) 式 中 的 6 消去 ,得 
(6) 
积分 ,得 07) 
因 
把 C 的 值 代 人 (7) 式 ,得 
2 电工 大 
站 = 了 -了 rte 
= 半 声 2 ha’ - 2ga'r’ + 2ga3P) 
1 1 372 5 区 2 
= 2 (Derr -ee - 28ar + 2g0°r) 


思 考题 等 


i Wk 9 ， 
(Ze -本 -27) (8) 
i 3 
令 ? = 0, 得 27 -r+ 0 (9) 
即 (rr -30)(2r+3e) =0 (10) 
由 此 得 ra r=30, r=-ie (11) 
但 后 一 解 不 合理 , 故 在 题 给 条 件 下 ,质点 以 后 的 运动 中 离 0 点 的 距离 在 a 及 3a 之 间 . 
思 考题 


1.1 平均 速度 与 瞬时 速度 有 何不 同 ? 在 什么 情况 下 ,它们 一 致 ? 

1.2 在 极 坐标 系 中 ,= 7 ,v= 只. 为 什么 a,= 了 -rb ?而 非 ?? 为 什么 ao=r6 +276 
而 非 只 + 76 ? 你 能 说 出 a, 中 的 -r9* 和 a 中 另 一 个 ?6 出现 的 原因 和 它们 的 物理 意义 吗 ? 

1.3 在 内 豪 方程 中 ,a, 是 怎样 产生 的 ? 为 什么 在 空间 曲线 中 它 总 沿 着 主 法 线 的 方向 ? 
当 质点 沿 空间 曲线 运动 时 , 副 法 线 方向 的 加 速度 a, 等 于 零 ,而 作用 力 在 副 法 线 方向 的 分 量 
及 一 般 不 等 于 零 , 这 是 不 是 违背 了 牛顿 运动 定律 呢 ? 

1.4 在 怎样 的 运动 中 只 有 a, 而 无 a,? 在 怎样 的 运动 中 又 只 有 a, 而 无 a,? 在 怎样 的 运 
动 中 既 有 a, 又 有 a,? 

.5 吾 与 尝 有 无 不 同 ? 虹 与 昏 有 无 不 同 ? 试 就 直线 运动 与 曲线 运动 分 别 加 以 讨论 

1.6 人 以 速度 向 篮球 网 前 进 , 则 当 其 投篮 时 应 用 什么 角度 投 出 ? 跟 人 静止 时 投篮 有 
何不 同 ? 

1.7 雨点 以 匀速 度 " 落下 ,在 一 有 加 速度 e 的 火车 中 看 , 它 走 什么 路 径 ? 

1 8 某 人 以 一 定 的 功率 划船 ,逆流 而 上 . 当 船 经 过 一 桥 时 ,船上 的 渔 竿 不 慎 掉 人 河中 . 两 
分 钟 后 ,此 人 才 发 觉 ,立即 返 樟 追 赶 . 追 到 渔 竿 之 处 是 在 桥 的 下 游 600 m 的 地 方 , 问 河水 的 流 
速 是 多 大 ? 

1.9 物体 运动 的 速度 是 否 总 是 和 所 受 的 外 力 的 方向 一 致 ? 为 什么 ? 

1.10 在 哪些 条 件 下 ,物体 可 以 作 直线 运动 ? 如 果 初速 度 的 方向 和 力 的 方向 不 一 致 , 则 
物体 是 沿 力 的 方向 还 是 没 初速 度 的 方向 运动 ? 试用 一 具体 实例 加 以 说 明 . 

1.11 质点 仅 因 重力 作用 而 沿 光 滑 静止 曲线 下 滑 ,达到 任意 -点 时 的 速度 只 和 什么 有 
关 ? 为 什么 是 这 样 ? 假如 不 是 光滑 的 又 将 如 何 ? 

1 12 为 什么 质点 被 约束 在 一 光滑 静止 的 曲线 上 运动 时 ,约束 力 不 作 功 ? 我 们 利用 动能 
定理 或 能 量 积 分 ,能 否 求 出 约束 力 ? 如 不 能 ,应 当 怎样 去 求 ? 

1.13 质点 的 质量 是 1 kg, 它 运动 时 的 速度 是 v=(3 计 2j+Y3h) m/s, 式 中 jk 是 沿 x、 
7.z 轴 上 的 单位 矢量 . 求 此 质点 的 动量 和 动能 的 量 值 . 

1.14 在 上 题 中 , 当 质点 以 上 述 速度 运动 到 (1,2,3) 点 时 (坐标 轴 上 的 数值 以 m 为 单 
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位 ) , 它 对 原点 0 及 z 轴 的 动量 矩 各 是 多 少 ? 

1.15 动量 矩 守恒 是 否 就 意味 着 动量 也 守 便 ? 已 知 质点 受 有 心力 作用 而 运动 时 ,动量 矩 
是 守恒 的 , 问 它 的 动量 是 否 也 守恒 ? 

1.16 如 f=F(r) , 则 在 三 维 直 角 坐 标 系 中 , 仍 有 VxF=0 的 关系 存在 吗 ? 试验 之 . 

1.17 在 平方 反比 引力 问题 中 ,势能 曲线 应 具有 什么 样 的 形状 ? 

1.18 我 国 发 射 的 第 一 颗 人 造 地 球 卫星 的 轨道 平面 和 地 球 赤道 平面 的 交角 为 68.5" , 比 
苏联 及 美国 第 一 次 发 射 的 都 要 大 . 我 们 说 ,交角 越 大 ,技术 要 求 越 高 ,这 是 为 什么 ? 交角 大 的 
优点 是 什么 ? 

1.19 卢 瑟 福 公 式 对 库仑 引力 场 来 讲 也 能 适用 吗 ? 为 什么 ? 


习 题 


1.1 沿 水 平方 向 前 进 的 枪弹 ,通过 某 一 距离 * 的 时 间 为 4 ,而 通过 下 一 等 距离 * 的 时 间 
为 4. 试 证 明 枪 弹 的 减速 度 (假定 是 常数 ) 为 
2s(4, -4 ) 
和 
1.2 某 船 向 东航 行 ,速率 为 15 km/h, 在 正午 经 过 某 一 灯塔 . 另 一 船 以 同样 速度 向 北航 
行 ,在 下 午 1 时 30 分 经 过 此 灯塔 . 问 在 什么 时 候 ,两 船 的 距离 最 近 ? 最 近 的 距离 是 多 少 ? 
管 :午后 零点 45 分 ,15.9 km 
1.3 曲柄 04=", 以 匀 角 速 w 绕 定点 0 转动 . 此 曲柄 借 连 杆 48 使 滑 块 B 沿 直 线 0x 运 
动 . 求 连 杆 上 C 点 的 轨道 方程 及 速度 . 设 4C=CB=a,L40B=ep,L4B80= 少 


第 1.3 题 图 


管 :轨道 方程 4x*(a -7 )= (z+3y +a -rn)? 
速度 re /cos'p+4singcosysin( p+y) 


1.4 细 杆 0L 绕 0 点 以 匀 角 束 ww 转动 ,并 推动 小 环 C 在 固定 的 钢丝 48 上 滑动 . 图 中 的 
4 为 一 已 知 常数 , 试 求 小 环 的 速度 及 加 速度 的 量 值 . 
答 sn=dosec?9=w 4 
a=2dw’sec: Otang=2w"x(d: +x° )/d: 


1.5 矿山 升降 机 作 加 速度 运动 时 ,其 变 加 速度 可 用 下 式 表 示 : 


第 1.4 题 图 


。= (1 -sin 吕 ) 


式 中 及 了 为 常数 , 试 求 运动 开始 时 间 上 后 升降 机 的 速度 及 其 所 走 过 的 路 程 .已 知 升降 机 的 
初速 度 为 零 . 
答 :p= c[e2(e 县 - 沾 ] 
人 [于 27(27an 器 - - 才 ] 


1.6 一 质点 沿 位 矢 及 垂直 于 位 矢 的 速度 分 别 为 Mr 及 16, 式 中 和 及 是 常数 . 试 证 其 沿 
位 矢 及 垂直 于 位 矢 的 加 速度 为 


和 


1.7 试 自 
x = reosg，》 = rsing 
出 发 ,计算 x 及 7. 并 由 此 推出 径 向 加 速度 a, 及 横向 加 速度 ay 
1.8 直线 FM 在 一 给 定 的 椭圆 平面 内 以 匀 角 速 w 绕 其 焦点 下 转动 . 求 此 直线 与 椭圆 的 
交点 的 速度 . 已 知 以 焦点 为 坐标 原点 的 椭圆 的 极 坐标 方程 为 
-a1-e) 
1 + ecosg 


式 中 a 为 椭圆 的 半 长 轴 ,e 为 偏心 率 ,都 是 常数 . 
答 :w= 字 V7(2a-7) , 式 中 4。 为 椭圆 的 半 短 轴 . 


1.9 质点 作 平 面 运动 ,其 速率 保持 为 常数 . 试 证 其 速度 矢量 v 与 加 速度 矢量 e 正 交 . 
1.10 一 质点 沿 着 抛物 线 = 2px 运动 . 其 切 向 加 速度 的 量 值 为 法 向 加 速度 量 值 的 -2 


倍 . 如 此 质点 从 正 焦 弦 ( 多 咱 的 一 端 以 速度 “出 发 , 试 求 其 达到 正 焦 弦 另 一 端 时 的 速率 . 


答 :v=ue" 
1.11 质点 沿 着 半径 为 * 的 圆周 运动 ,其 加 速度 矢量 与 速度 矢量 间 的 夹 角 a 保持 不 变 . 
求 质点 的 速度 随时 间 而 变化 的 规律 . 已 知 初速 度 为 ww- 


车 :二 otm 
vm 
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1.12 在 上 题 中 , 试 证 其 速度 可 表 为 
v= toe 
式 中 9 为 速度 矢量 与 * 轴 间 的 夹 角 , 且 当 1=0 时 ,9=6。. 
1.13 假定 一 飞机 从 4 处 向 东 飞 到 B 处 ,而 后 又 向 西 飞 回 原 处 . 飞机 相对 于 空气 的 速度 
为 v', 而 空气 相对 于 地 面 的 速度 则 为 z. 4 与 8 之 间 的 距离 为 1. 飞机 相对 于 空气 的 速率 v' 保 
持 不 变 . 
(1) 假定 v。=0, 即 空气 相对 于 地 面 是 静止 的 , 试 证 来 加 飞行 的 总 时 间 为 


(2) 假定 空气 速度 为 向 东 ( 或 向 西 ) , 试 证 来 回 飞行 的 总 时 间 为 
to 
"Tw 


(3) 假定 空气 的 速度 为 向 北 (或 向 南 ) , 试 证 来 回 飞行 的 总 时 间 为 


ta 


1.14 一 飞机 在 静止 空气 中 速率 为 100 km/h. 如 果 飞 机 沿 每 边 为 6 km 的 正方 形 飞 行 , 且 
风速 为 28 km/h, 方 向 与 正方 形 的 某 两 边 平行 , 则 飞机 绕 此 正方 形 飞行 一 周 , 需 时 多 少 ? 
答 15 高 min 


L15 当 一 轮船 在 雨中 航行 时 , 它 的 雨 篷 遮 着 舌 的 垂直 投影 后 2 m 的 甲板 , 篷 高 4 m. 但 
当 轮 船 停航 时 ,甲板 上 干 湿 两 部 分 的 分 界线 却 在 篷 前 3 m. 如 果 雨 点 的 速率 为 8 m/s, 求 轮船 
的 速率 ， 
答 :8 m/s 
1.16 宽度 为 4 的 河流 ,其 流速 与 河流 中 心 到 河岸 的 距离 成 正比 . 在 河岸 处 ,水 流速 度 为 
零 ,在 河流 中 心 处 流速 为 c. 一 小 船 以 相对 速度 zx 沿 垂直 于 水 流 的 方向 行驶 , 求 船 的 轨迹 以 及 
船 在 对 岸 靠拢 的 地 点 . 


答 : 如 取 船 离 岸 处 为 原点 ,* 轴 平 行 于 河流 方向 ,y 轴 和 它 垂直 , 则 船 的 轨迹 为 


-2 cz_cd di) 
“7 0 28 (>> 3 
又 靠 岸 地 点 为 zx- 到 


1.17 小 船 W 被 水 冲 走 后 ,由 一 划 桨 人 以 不 变 的 相对 速度 wm 朝 岸上 4 点 划 回 . 假定 河流 
速度 mw 沿 河 宽 不 变 , 且 小 船 可 以 看 成 一 个 质点 , 求 船 的 轨迹 . 
答 : 如 果 MM 的 初始 位 置 为 *=m,p=y( 参 看 图 1. 3.4) ,并 且 令 


a= 号 , 则 小 船 的 轨迹 方程 为 


he (en 
cos oo .sin "a 

pe i 
sin ao cos™'a 
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1.18 一 质点 自 倾角 为 a 的 斜面 的 上 方 0 点 , 沿 一 光滑 余 
槽 04 下 降 . 如 欲 使 此 质点 到 达 斜 面 上 所 需 的 时 间 为 最 短 , 问 斜 
槽 04 与 竖 直 线 所 成 之 角 9 应 为 何 值 ? 


答 :0= 半 天 
1.19 将 质量 为 m 的 质点 竖 直 上 雪人 有 阻力 的 介质 中 . 设 
阻力 与 速度 平方 成 正比 , 即 R=mk*gv*. 如 上 掷 时 的 速度 为 vo , 试 
证 此 质点 又 落 至 投掷 点 时 的 速度 为 第 1. 18 题 图 
vo 
/I 


1.20 一 枪弹 以 仰角 a 初速 v。 自 倾角 为 B 的 斜面 的 下 端 发 射 . 试 证 子弹 击 中 斜面 的 地 
方 和 发 射 点 的 距离 d( 沿 斜面 量 取 ) 及 此 距离 的 最 大 值 分 别 为 


4 2 2 cosasin(a - B) 


二 cos 有 
2 
EE | -A 
do = | 4 人 


1.21 将 一 质点 以 初速 度 m 抛 出 ,m 与 水 平 线 所 成 之 角 为 a. 此 质点 所 受到 的 空气 阻力 
为 其 速度 的 mk 倍 ,m 为 质点 的 质量 ,k 为 比例 常数 . 试 求 当 此 质点 的 速度 与 水 平 线 所 成 的 角 
又 为 a 时 所 需 的 时 间 . 


答 ， tn me) 


1.22 ”如 向 互相 垂直 的 匀 强 电磁 场 BE.B 中 发 射 一 电子 ,并 设 电 子 的 初速 度 V 与 E 及 8B 
垂直 . 试 求 电子 的 运动 规律 . 已 知 此 电子 所 受 的 力 为 e(E+vxB) , 式 中 区 为 电场 强度 ,B 为 磁 
感应 强度 ,e 为 电子 所 带 的 电荷 ,为 任 一 瞬时 电子 运动 的 速度 . 

答 : 取 V 沿 x 办,E 治 y 轴 ,B 沿 : 轴 ,m 为 电子 的 质量 , 则 


B 
s(vE) eB, mV mE 


(Vsin 
本 eal a) 


1.23 在 上 题 中 ,如 
(1) B=0, 则 电子 的 轨道 为 在 竖 直 平面 (xy 平 面 ) 的 抛物 线 ; 


(2) 如 已 =0, 则 电子 的 轨道 为 半径 等 于 5 的 圆 . 试 证 明之 - 
1.24 质量 为 m 与 2m 的 两 质点 ,为 一 不 可 伸 长 的 轻 绳 所 联结 , 绳 挂 了 

2m 
在 一 光滑 的 滑轮 上 . 在 m 的 下 端 又 用 固有 长 度 为 a. 劲 度 系数 为 “的 弹 T 


性 绳 挂 上 另外 一 个 质量 为 m 的 质点 . 在 开始 时 ,全 体 保持 竖 直 ,原来 的 非 
弹性 绳 拉 紧 ,而 有 弹性 的 绳 则 处 在 固有 长 度 上 . 由 此 静止 状态 释放 后 ,求证 
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这 运动 是 简 谐 的 ,并 求 出 其 振动 周期 r 及 任何 时 刻 两 段 强 中 的 张力 了 及 7. 
答 r=mA/ 下 ,7=anl( 1 二 eos2 部 
7=ne( 1-eo2 上 | 


1.25 滑轮 上 系 一 不 可 伸 长 的 强 , 绳 上苍 一 弹簧 ,弹簧 另 一 端 挂 一 重 为 W 的 物体 . 当 滑 
轮 以 匀速 转动 时 ,物体 以 匀速 nm 下 降 . 如 将 滑轮 突然 停 住 , 试 求 弹簧 的 最 大 伸 长 及 最 大 张力 . 
假定 弹簧 受 WW 的 作用 时 的 静 伸 长 为 A。. 


Ao 
答 :Awe=Ao+tm /一 
omA/ 


el 


1.26 一 弹性 绳 上 端 男 定 ,下 端 县 有 m 及 m' 两 质点 . 设 a 为 绳 的 固有 长 度 ,6 为 加 m 后 
的 伸 长 ,c 为 加 m' 后 的 伸 长 . 今 将 m' 任 其 脱离 而 下 附 , 试 证 质点 m 在 任 一 瞬时 离 上 端 0 的 距 


离 为 a+btceos /se 


1.27 一 质点 自 一 水 平 放置 的 光滑 固定 圆柱 面 凸 面 的 最 高 点 自由 滑 下 . 问 滑 至 何 处 ,此 
质点 将 离开 圆柱 面 ? 假定 圆柱 体 的 半径 为 


答 : 设 9 为 圆柱 面 的 竖 直 半径 与 质点 和 中 心 连 线 间 所 作 之 角 , 则 当 0=arccos 子 时 ， 


质点 离开 圆柱 面 . 

1.28 重 为 WW 的 小 球 不 受 摩擦 而 沿 半 长 轴 为 a、 半 短 轴 为 5 的 椭圆 弧 滑 下 ,此 椭圆 的 短 
轴 是 竖 直 的 . 如 小 球 自 长 轴 的 端点 开始 运动 时 ,其 初速 为 零 , 试 求 小 球 在 到 达 椭 加 的 最 低 点 时 
它 对 椭圆 的 压力 . 

答 :P=W(1+2 习 

1.29 一 质量 为 m 的 质点 自 光滑 圆 滚 线 的 尖端 无 初速 地 下 滑 . 试 证 在 任何 一 点 的 压力 

为 2m&gcos6, 式 中 9 为 水 平 线 和 质点 运动 方向 间 的 夹 角 . 已 知 圆 滚 线 方程 为 
x = a(20 + sin20), y =—a(l + cos20) 

1.30 在 上 题 中 ,如 圆 滚 线 不 是 光滑 的 , 且 质 点 自 圆 滚 线 的 尖端 自由 下 滑 ,达到 圆 滨 线 的 

最 低 点 时 停止 运动 , 则 摩擦 因数 人 应 满足 下 式 ， 


试 证 明之 . 
1.31 假定 单 摆 在 有 阻力 的 介质 中 振动 ,并 假定 振幅 很 小 , 故 阻 力 与 9 成 正比 , 且 可 写 
为 R=-2mktb, 式 中 几 是 摆 钵 的 质量 ,! 为 摆 长 ,k 为 比例 常数 . 试 证 当 刀 < 人 时 , 单 所 的 振动 周 


二 
eh Pe 


期 为 


习 题 81 


1.32 ”光滑 模子 以 匀 加 速度 oo 沿 水 平面 运动 . 质量 为 m 的 质点 沿 棉 子 的 光滑 斜面 滑 下 . 
求 质点 的 相对 加 速度 "和 质点 对 棍子 的 压力 尸 


答 :a'=gsing 于 aoeosg 
p=me( eosps esing) ,其 中 9 为 模子 的 倾角 - 


1.33 ”光滑 钢丝 圆圈 的 半径 为 ,其 平面 为 竖 直 的 . 圆圈 上 套 一 小 环 , 其 重 为 W. 如 钢丝 图 
以 匀 加 速度 e 沿 竖 直方 向 运动 , 求 小 环 的 相对 速度 ", 及 图 对 小 环 的 反作用 力 R. 


人 
答 :m=VWom+2(& 于 oj)(eosp-cospo)r 


W 二 
R= 2[(! 平 (3cosp - 2cospo)r | 


式 中 w 为 小 环 矢 径 和 圆 图 竖 直 向 下 的 半径 间 的 夹 角 ,而 + 号 相当 于 牵连 加 速度 向 上 、. 
1.34 火车 质量 为 m, 其 功率 为 常数 如果 车 所 受 的 阻力 /为 常数 , 则 时 间 与 速度 的 关 
系 为 
i 
Fa 6 了 


如 果 了 /和 速度 * 成 正比 , 则 


式 中 v 为 初速 度 , 试 证 明之 . 

1.35 质量 为 m 的 物体 为 一 狂 所 击 . 设 锤 所 加 的 压力 ,是 均匀 地 增 减 的 . 当 在 冲击 时 间 7 
的 一 半 时 , 增 至 极 大 值 P, 以 后 又 均匀 减 小 至 零 . 求 物体 在 各 时 刻 的 速率 以 及 压力 所 作 的 
总 功 . 


答 := 坊 e(: 从 0 了 


mr > 
vr ht-2 ) 人 (从 7) 


， 
总 功 为 全 
六 


1.36 检验 下 列 的 力 是 否 是 保守 力 . 如 是 , 则 求 出 其 势能 . 
(1) F,=6abz'y-20bx’y’ ,F,=6abxz’ -10bx'y, F,= 18abxyz” ; 
(2) F=iF (4) HF,(Y)+kF.(z). 

答 :(1) V=5bx'y -6abxyz’ 


(2) v=- Fdx -fr -fF 
1.37 根据 汤 川 核 力 理论 ,中 子 与 质子 之 间 的 引力 具有 如 下 形式 的 势能 : 


WF) = 科 


(k<0) 


试 求 : 
(1) 中 子 与 质子 间 的 引力 表达 式 ,并 与 平方 反比 定律 相 比较 ; 
(2) 求 质量 为 m 的 粒子 作 半 径 为 e 的 圆 运动 的 动量 矩 了 及 能 量 E. 
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_k(l+ar)e™ 
答 :(1) We 
(2) fF =-mkal ran)e™ ,B= ge 


1.38 已 知 作用 在 质点 上 的 力 为 
F, = anz+aoy+anz 
F, = anx + any + anz 
F, = aux + ony + anz 
式 中 系数 as(i,j=1,2,3) 都 是 常数 . 问 这 些 应 满足 什么 条 件 , 才 有 势能 存在 ? 如 这 些 条 件 
满足 , 试 计算 其 势能 . 


答 := -二 (ataayP+an2+2auxy+2anyzt2aszz) 
1.39 一 质点 受 -与 距离 了 次 方 成 反 比 的 引力 作用 在 一 直线 上 运动 . 试 证 此 质点 自 无 


穷 远 到 达 a 时 的 速率 和 自 静止 出 发 到 达 -4 时 的 速率 相同 . 


1.40 一 质点 受 一 与 距离 成 反比 的 引力 作用 在 一 直线 上 运动 ,质点 的 质量 为 m, 比 例 系 
数 为 上 如 此 质点 从 距 原点 0 为 a 的 地 方 由 静止 开始 运动 , 求 其 达到 0 点 所 需 的 时 间 . 


管 :t=a pr 
1.41 试 导出 下 面 有 心力 量 值 的 公式 : 
Fp 
2 dr 

式 中 m 为 质点 的 质量 ,r 为 质点 到 力 心 的 距离 ,h= 让 6 = 常数 ,p 为 力 心 到 轨道 切线 的 垂直 
距离 . 

1.42 试 利用 上 题 的 结果 ,证 明 : 

(1) 如 质点 走 一 圆周 ,同时 力 心 位 于 此 圆 上 , 则 力 与 距离 五 次 方 成 反比 . 

(2) 如 质点 走 一 对 数 蝶 旋 ,而 其 极点 即 力 心 , 则 力 与 距离 立方 成 反比 . 

1.43 如 质点 受 有 心力 作用 而 作 双 纽 线 =a?cos29 的 运动 时 , 则 
试 证 明之 . 

1.44 质点 所 受 的 有 心力 如 果 为 


=-n( 乞 + 二 ) 
式 中 普及 都 是 常数 ,并 且 w< 尼 , 则 其 轨道 方程 可 写成 


a 
1 + ecoskg 


ae= 外 和 刀 (4 为 积分 常数 ) 


生生 学 2 
用 


试 证 明之 . 式 中 尼 = 
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1.45 如 5。 及 5, 为 质点 在 远 日 点 及 近日 点 处 的 速率 , 试 证 明 


5,: $=(1+e):(1-e) 


1.46 质点 在 有 心力 作用 下 运动 . 此 力 的 量 值 为 质点 到 力 心 距 离 " 的 函数 ,而 质点 的 速 
率 则 与 此 距离 成 反比 , 即 v= 如 果 a* > 有 (Ah=r 6 ) , 求 点 的 轨道 方程 . 设 当 r=m 时 ,9=0. 


r a-h 
移 汪 人 


1.47 (1) 某 茜 星 的 轨道 为 抛物 线 ,其 近日 点 距离 为 地 球 轨 遭 ( 假定 为 圆 形 ) 半径 的 二 
则 此 在 星 运行 时 ,在 地 球 轨道 内 停留 的 时 间 为 一 年 的 


2a+2 请 - 工 
3 n 
倍 , 试 证 明之 . 


(2) 试 再 证 任何 作 抛物 线 轨道 的 在 星 停留 在 地 球 轨道 ( 仍 假定 为 圆 形 ) 内 的 最 长 时 间 为 
一 年 的 六 售 ,或 约 为 76 日 


1.48 我 国 第 一 颗 人 造 地 球 卫星 近 地 点 为 439 km ,远地点 为 2 384 km, 求 此 卫星 在 近 地 
点 和 远地点 的 速率 及 以 及 它 绕 地 球 运行 的 周期 r. 
答 :un =8. 15 km/s,v,=6.34 km/s,r=114 min 


1.49 在 行星 绕 太 阳 的 糊 加 运动 中 ,如 令 o-r=oceosB,，| 2 天 dt=T, 式 中 r 为 周期, 为 半 


长 轴 ,e 为 偏心 率 , 尼 为 一 个 新 的 参量 ,在 天 文学 上 叫做 偏 近 点 角 . 试 由 能 量 方程 推出 下 面 的 开 
普 勒 方程 : 


T=E-esinE 
1.50 质量 为 m 的 质点 在 有 心 斥 力 场 富 中 运 


动 , 式 中 "为 质点 到 力 心 0 点 的 距离 ,c 为 常数 . 当 质 
点 离 0 点 很 远 时 ,质点 的 速度 为 v. ,而 其 渐 近 线 与 0 
点 的 垂直 距离 为 p( 即 瞄准 距离 ). 试 求 质点 与 0 点 的 
最 近 距 离 a. 


答 c 人 or 人 


第 1. 50 题 图 
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$2.1 质点 组 


(1) 质点 组 的 内 力 和 外 力 


我 们 已 经 研究 了 单个 质点 的 运动 问题 ,现在 进一步 研究 由 大 量 质点 组 成 的 
力学 体系 ,并 且 假定 力作 用 在 其 中 一 个 质点 4( 图 2. 1.1) 上 . 很 显然 ,如 果 4 
与 其 他 质点 .C.D、… 无 任何 关系 , 则 4 受 此 力 后 ,将 按 牛 顿 运动 定律 开始 运 
动 , 这 是 我 们 在 第 一 章 中 所 讨论 过 的 问题 . 但 是 ,如 果 质 点 间 是 相互 联系 着 的 , 运 
动 规律 就 比较 复杂 . 因 4 开始 对 其 他 质点 有 相对 运动 

时 ,4 与 其 他 质点 间 的 作用 力 (或 约束 力 ) 将 互相 发 生 /Ir AN 
影响 ,而 使 其 他 质点 的 运动 状态 也 随 之 发 生变 化 .我 / 和信 > 


们 把 由 许多 (有 限 或 无 限 ) 相互 联系 着 的 质点 所 组 成 。 /3 : 

的 力学 体系 叫做 质点 组 (质点 系 ). 4 出 对 \ 
质点 组 中 质点 间 相互 作用 的 力 ,叫做 内 力 ;质点 // \ 

组 以 外 的 物体 对 质点 组 内 任 一 质点 的 作用 力 , 叫 做 外 

力 . 对 于 机 械 力 来 讲 ,内 力 是 满足 牛顿 第 三 定律 的 , 故 图 2.1.1 


任何 一 对 质点 (例如 第 i 个 质点 和 第 j 个 质点 ) 间 相互 
作用 的 力 , 恒 相等 而 相反 并 且 作 用 在 同一 条 直线 上 , 即 
万 + 万 =0， (X71 
式 中 所 表示 第 j 个 质点 对 第 i 个 质点 的 作用 力 . 
如 假定 某 质点 组 由 壮 个 质点 组 成 , 则 质点 组 中 诸 内 力 的 总 和 亦 必 等 于 零 , 即 
FY = 语言 六 =09 (2.1.2) 


全 个 


在 力学 中 ,如 果 一 个 质点 组 不 受 任何 外 力作 用 , 则 叫做 孤立 系 或 闭合 系 . 


四 FF 的 上 角 标 括号 中 的 i 代表 "内 ”. 
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(2) 质心 


根据 前 面 第 一 章 的 讨论 ,我 们 知道 :解决 质点 动力 学 问题 ,一 般 是 从 牛顿 定 
律 出 发 ,但 也 可 以 从 几 个 动力 学 基本 定理 出 发 ,特别 是 在 一 定 条件 下 ,可 以 直接 
从 守恒 定律 出 发 ,从 而 使 问题 简化 . 

在 质点 组 动力 学 中 ,原则 上 可 以 用 隔离 体 法 , 写 出 质点 组 中 每 一 质点 的 运动 
微分 方程 . 但 如 果 质 点 组 中 的 质点 数目 较 多 ,那么 利用 牛顿 运动 定律 解 题 时 ,每 
一 质点 有 三 个 二 阶 微分 方程 , 故 将 得 出 数目 繁多 的 二 阶 微分 方程 组 ,难于 进行 解 
算 . 此 外 ,内 力 一 般 是 未 知 量 ,更 增加 了 问题 的 复杂 性 . 但 如 果 利 用 动力 学 基本 定 
理 , 则 对 整个 质点 组 来 讲 , 常 可 将 这 些 未 知 的 内 力 消去 (动能 定理 除外 ,参看 
$2.4) ,而 得 到 整个 质点 组 在 外 力作 用 下 运动 的 某 些 特征 . 本 章 的 主要 内 容 , 就 
是 介绍 这 几 个 基本 定理 以 及 和 它们 相关 的 守恒 定律 . 

在 对 整个 质点 组 运用 动力 学 基本 定理 时 ,我 们 发 现 :在 质点 组 中 恒 存 在 一 特 
殊 点 , 它 的 运动 很 容易 被 确定 . 如 果 以 这 个 特殊 点 作为 参考 点 ,又 常 能 使 问题 简 
化 . 我 们 把 这 个 特殊 点 叫做 质点 组 的 质量 中 心 ,简称 质心 . 

现在 来 说 明 这 个 特殊 点 的 位 置 是 如 何 定 出 的 . 

假定 有 个 质点 ,它们 的 质量 是 mi ,ms，…,m, ,位 于 P,P,,…,P, 诸 点 ,这 
些 点 对 某 一 指定 的 参考 点 0 的 位 矢 是 7,r,，… ,7,, 则 质心 C 对 此 同一 点 的 位 矢 
rc 满足 以 下 关系 : 


mr 
rc=0Oc- C3 


从 式 (2.1.3) 可 以 看 出 :将 各 质点 的 质量 乘 其 位 矢 并 求 和 ,然后 除 以 总 质 
最, 显然 仍 代表 一 个 位 矢 . 这 个 位 矢 末端 ( 始 端 仍 在 0) 所 确定 的 一 点 ,定义 为 质 
点 组 的 质心 . 在 某 种 意义 上 ,可 以 把 它 看 做 是 诸 质 点 位 矢 的 平均 值 . 只 是 这 种 平 
均 并 不 是 简单 的 平均 ,而 是 带 有 权重 的 平均 ,这 里 的 质量 相当 于 权重 . 

计算 质心 时 ,通常 把 式 (2.1.3) 写 成 分 量 形式 . 在 直角 坐标 系 中 ,质心 的 坐 
标 为 


x = 一 ye- zx- 一 (2.1.4) 


如 果 求 出 连续 性 物体 的 质心 , 则 一 般 要 用 重 积分 来 解 算 . 对 密度 为 常数 的 
物体 来 讲 ,质心 和 几何 中 心 重合 . 如 重力 加 速度 & 为 常 矢量 , 则 质心 与 重心 重合 . 
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详细 情形 ,可 参看 高 等 数学 中 的 有 关 章 节 . 


$2.2 动量 定理 与 动量 守恒 定律 


(1) 动量 定理 


以 前 我 们 只 讨论 一 个 质点 的 动量 变化 . 如 果 一 群 质点 形成 质点 组 , 受 外 力 及 
内 力 的 作用 而 运动 ,其 动量 变化 应 具有 何 种 形式 ? 我 们 现在 就 来 研究 这 个 问题 . 
假定 有 一 个 由 个 质点 所 组 成 的 质点 组 ,其 中 某 一 个 质点 已 的 质量 为 m,， 
对 某 惯性 参考 系 坐 标 原点 0 的 位 矢 为 r,, 作 用 在 质点 P, 上 诸 力 的 合力 为 F,, 则 
根据 上 节 的 讨论 , 知 F; 可 分 为 两 类 :一 为 内 力 , 以 FI" 表 之 ; 另 一 为 外 力 , 以 F" 
表 之 . 由 牛顿 运动 第 二 定律 ,得 质点 P, 的 运动 微分 方程 为 
mp + (i=1,2,3,.,n) 《人 2 二 
dt 
我 们 可 以 对 质点 组 中 每 一 质点 写 出 这 样 的 微分 方程 ,一 共 得 到 个 微分 方 
程 . 由 于 内 力 通常 是 未 知 量 ,所 以 这 些 方程 无 法 求解 . 但 如 果 把 这 个 方程 加 起 
来 , 则 得 


> 六 守 Er Yr (2.2.2) 
而 由 牛顿 第 三 定律 知 ,内 力 的 总 和 为 零 [ 参看 式 (2.1.2) ] ,于 是 式 (2.2.2) 变 为 
dr 
ra (2.2.3) 
因为 
dr, 
de 


是 质点 P, 的 速度 , 故 对 整个 质点 组 而 言 ,有 


i RY 
和 rp er = 时 


式 中 


p= Dm, 
是 质点 组 的 动量 ,等 于 质点 组 中 诸 质 点 动量 的 矢量 和 . 因此 式 (2. 2.3) 可 改写 为 


dp_ Tpe 
FA De (2.2.4) 
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或 | d 3 F'™)at | {2,25) 
或 [= (Z : 
写成 分 量 形式 , 则 为 
f 
| 警 - 束 宫 wo = 广 生 
| 择 Sn) = Er (2.2.6) 
| 3 如 = 总 由 六 mo = Se 


式 (2.2.4) (2.2.5) 或 式 (2.2.6) 是 质点 组 动力 学 第 -个 基本 定理 ,叫做 质点 组 
的 动量 定理 , 即 质点 组 的 动量 对 时 间 的 微 商 , 等 于 作用 在 质点 组 上 诸 外 力 之 矢量 
和 ,或 质点 组 动量 的 微分 等 于 作用 在 质点 组 上 诸 外 力 的 元 冲 量 的 矢量 和 . 这 个 定 
理 , 和 第 一 章 里 的 动量 定理 [ 式 (1.8.1)] 颇 为 相似 ,只 是 这 里 多 了 求 和 符号 [ 对 
一 个 质点 来 讲 , 所 有 的 作用 力 皆 为 外 力 , 故 当时 无 需 加 上 角 标 (e) ]. 


(2) 质心 运动 定理 
根据 上 节 中 的 式 (2. 1.3) ,我 们 有 下 列 关 系 : 
Sm = mre (2.2.7) 
式 中 以 = Em 是 质点 组 的 总 质量 ,rc 是 质心 的 位 矢 . 如 果 求 式 (2.2.7) 两 侧 对 
时 间 :的 微 商 , 则 得 
mn = mv (2.2.8) 
式 中 w 是 质点 组 质心 的 速度 . 于 是 ， 四 (3 2.4) 得 


(2.2.9) 


dre 
式 中 心 的 2 ,质点 


的 运动 一 样 , 此 质点 的 质量 等 于 整个 质点 组 的 质量 ,作用 在 此 质点 上 的 力 , 等 于 
作用 在 质点 组 上 所 有 诸 外 力 的 矢量 和 ,这 就 是 质心 运动 定理 . 故 质点 组 受 已 知 的 
外 力作 用 时 ,每 一 质点 究 将 如 何 运 动 虽然 无 法 知道 ,但 此 质点 组 质心 的 运动 , 却 
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可 由 式 (2. 2.9) 完 全 确定 . 
(3) 动量 守恒 定律 


跟 质点 的 情况 类 似 , 上 面 的 动量 定理 ,在 一 定 条 件 下 ,可 以 给 出 运动 方程 的 
第 一 积分 . 若 质点 组 不 受 外 力 或 外 力 矢量 和 为 零 , 则 


Fre =0 
于 是 由 式 (2.2.4) 得 
dp 
as 
故 
P= 常 矢量 
但 
Pp = mv 
所 以 又 得 
vc = 党 矢量 


在 此 情形 下 ,质点 组 的 动量 是 一 个 常 矢量 ,而 它 的 质心 则 作 惯性 运动 ,这 个 关系 ， 
叫做 质点 组 的 动量 守恒 定律 . 即 质点 组 不 受 外 力作 用 或 所 受 外 力 的 矢量 和 为 堆 
而 运动 时 ,质点 组 的 动量 亦 即 质心 的 动量 都 是 一 个 常 矢量 . 

如 果 作用 在 质点 组 上 的 诸 外 力 在 某 一 轴 ( 设 为 x 轴 ) 上 的 投影 之 和 为 零 , 也 
就 是 说 ,如 果 


那么 ,从 方程 (2.2.6) 就 得 到 


或 
p= 了 mw = mv, = 常数 

因而 ,在 这 一 情形 下 , 昌 然 质点 组 的 动量 并 不 是 一 个 常 矢量 ,但 它 在 这 一 轴 ( 现 
为 + 轴 ) 上 的 投影 却 保持 为 常数 . 或 者 说 ,质点 组 质心 的 速度 ,在 这 一 轴 上 的 投影 
为 一 常数 , 亦 即 我 们 得 到 了 一 个 第 一 积分 . 在 解 算 具 体 问题 时 ,常常 要 用 到 这 个 

由 本 节 的 讨论 可 以 看 出 ,内力 虽然 可 使 质点 组 中 个 别 质点 改变 动量 ,但 却 不 
能 改变 整个 质点 组 动量 的 总 和 ,也 不 能 改变 质点 组 质心 的 速度 . 例如 , 沿 水 平方 
向 发 射 炮 弹 的 大 炮 ( 设 炮 身 轴线 平行 x 轴 ) ,在 发 射 前 沿 * 方向 的 总 动量 .=0， 
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当 炮 弹 发 射 后 , 炮 身 向 后 反 冲 ,车 不 计 水 平方 向 上 可 能 有 的 外 力 ( 如 地 面 摩擦 
力 ) ,那么 将 炮弹 与 炮 身 作为 质点 组 看 待 , 则 沿 * 方向 总 的 动量 仍然 等 于 零 ,因为 
这 时 沿 * 方 向 无 外 力作 用 ,炮弹 在 这 个 方向 上 的 运动 是 由 这 个 质点 组 的 内 力 的 
作用 引起 的 . 

[ 例 ] 一 门 大 炮 停 在 铁轨 上 ,炮弹 质量 为 m, 炮 身 及 炮 车 质量 和 等 于 MM, 炮 车 可 以 自由 
地 在 铁轨 上 反 冲 . 如 炮 身 与 地 面 成 一 角度 ,炮弹 对 炮 身 的 相对 速度 为 V, 试 求 炮 弹 离 炮 身 时 
对 地 面 的 速度 + 及 炮 车 反 冲 的 速度 以 

[ 解 ] 本 题 沿 水 平方 向 ( 设 为 x 方向 ) 无 外 力作 用 ,因为 火药 爆炸 力 是 内 力 , 故 沿 x 方 向 
动量 守 便 , 即 


mv, + MU = 0 (用 绝对 速度 ,不 能 用 相对 速度 ) (1) 
又 由 相对 运动 关系 , 知 
Veosa + U = 1,. Vsina = v, (2) 
由 (1) 式 及 (2) 式 得 
1 cosa 
+, = Vsina (3) 
UVU=- HY coe 
二 + 而 
所 以 = (大 a) Vicos'a + To + Vsime sinza 
=v f+ (FD) i] one Fs) - 1] cosia 
， 
vf M+ m) ol] 
=v[!- (m+ M)” 四 人 
如 与 水 平 线 间 夹 角 为 9, 则 
tang = 并 = 1 + 各) ana (5) 
jcosa 
M+m 


故 由 于 炮 车 反串 
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(1) 对 固定 点 0 的 动量 矩 定理 


设 我 们 有 个 质点 所 形成 的 质点 组 , 则 根据 式 (2.2. 1) ,每 一 质点 的 动力 学 
方程 为 
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dir, 

ge 

在 这 方程 的 两 侧 ,从 左面 矢 乘 r,(7; 是 质点 组 中 任 一 质点 P; 对 惯性 系 中 某 固定 
点 0 的 位 矢 ) ,并 对 i 求 和 ,就 得 到 


Sr xm) Tne) + Dn xe) (2.3.1) 


FD +F'® 


因为 诸 内 力 成 对 地 出 现 , 它 们 的 量 值 相 等 而 方向 相反 ,并 且 在 同一 直线 上 ,所 以 
这 些 力 对 定点 0 的 力矩 之 和 为 零 , 即 


六 (nxFfo)=0 (2.3.2) 
又 
dr dd dr, 
“i 
故 式 (2.3.1) 可 写成 下 列 形式 : 


EE (nx me) = xe) (2.3.3) 
全 


微 商 符号 内 的 表示 式 可 以 简写 为 5 (rm x p1) , 它 和 式 (1. 8.10) 右 边 的 形式 类 
似 ,只 是 多 一 个 下 角 标 i 和 一 个 求 和 号 , 它 等 于 诸 质 点 的 动量 对 定点 0 动量 矩 的 
矢量 和 ,可 用 了 表示 ,代表 质点 组 对 定点 0 的 动量 矩 ,也 叫 角 动 量 . 又 式 (2.3.3) 
的 右 方 也 是 诸 外 力 对 同一 定点 0 的 力矩 的 矢量 和 ,可 以 M 表 之 . 这 样式 
(2.3.3) 就 可 简写 为 


| Ym | (2.3.4) 


这 就 是 质点 组 动力 学 的 第 二 个 基本 定理 ,叫做 质点 组 的 动量 矩 定理 , 它 跟 质 点 的 
动量 矩 定理 (1.8. 14) 亦 类 似 , 可 用 文字 表述 于 下 : 

质点 组 对 任 一 固定 点 的 动量 矩 对 时 间 的 微 商 ,等 于 诸 外 力 对 同一 点 的 力矩 
的 矢量 和 . 

式 (2.3.4) 也 可 改写 为 


d=Mdit 本 
这 是 动量 矩 定理 的 另 一 数学 表达 式 , 即 质点 组 动量 矩 的 微分 等 于 诸 外 力 的 元 冲 
量 矩 的 矢量 和 . 

将 方程 (2. 3.4) 投 影 在 原点 为 0 的 三 直角 坐标 轴 上 ,就 得 到 
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Em = DP -ap ) 


A 一 xD) = Ta ~zPi) (2.3.6) 


de 。 -六 (©) (©) 
= (Kyi — YR) = 2 (za -yiPe ) 
mv ~ Yi) 2 7 


(2) 动量 矩 守 恒定 律 


如 果 所 有 作用 在 质点 组 上 的 外 力 对 某 一 固定 点 0 的 合力 矩 为 零 ,那么 


时 =0 
因而 得 到 矢量 积分 
J 了 = 常 矢量 

这 个 关系 叫做 质点 组 动量 矩 守恒 定律 . 即 质点 组 不 受 外 力作 用 时 ,或 虽 受 外 力作 
用 ,但 这 些 力 对 某 定 点 的 力矩 的 矢量 和 为 零 , 则 对 此 定点 而 言 ,质点 组 的 动量 矩 
为 一 常 矢量 , 亦 即 得 到 了 运动 方程 的 第 一 积分 . 

跟 动量 守恒 定律 的 情形 一 样 , 如 果 作 用 在 质点 组 上 诸 外 力 对 某 定点 0 的 力 
和 矩 虽然 不 等 于 零 ,但 对 通过 原点 0 的 某 一 坐标 轴 ( 设 为 x 轴 ) 的 力矩 为 零 , 也 就 
是 说 ,如 果 


Dr sp)=0 
则 
人 = 宁 m(y2 地) = 常数 


因而 ,在 这 一 情形 下 ,质点 组 的 动量 矩 在 这 轴 上 的 投影 为 一 常数 , 亦 即 得 到 一 个 
第 一 积分 . 


(3) 对 质心 的 动量 矩 定理 


上 面 讲述 了 对 惯性 系 中 国定 点 0 的 动量 矩 定理 和 动量 矩 守恒 定律 ,现在 来 
看 看 对 质心 C 的 动量 矩 定理 应 具有 何 种 形式 ? 

假设 我 们 有 一 个 由 个 质点 所 组 成 的 质点 组 ,P, 是 这 个 质点 组 中 的 任 一 质 
点 , 它 的 质量 是 m;,C 是 此 质点 组 的 质心 (图 2. 3. 1). 假设 忆 对 固定 点 0 的 位 矢 
为 六 ,对 质心 C 的 位 矢 为 m,, 而 质心 C 对 0 的 位 矢 则 为 re. 图 中 0-xyz 是 固定 坐 
标 系 . 另 有 一 组 动 坐标 系 C-x'y'z', 它 的 原点 在 质心 C 上 ,并 随 着 C 相对 于 0-xyz 
平 动 (图 中 未 绘 出 ). 根据 $1.6 中 的 讨论 ,我 们 知道 :对 随 C 平 动 的 参考 系 来 讲 ， 
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P, 的 动力 学 方程 为 
dr 

mi 

ae 

式 中 ( -mf 。) 是 惯性 力 ,这 里 应 作为 外 力 看 待 . 因 
P; 是 质点 组 中 任 一 质点 , 故 对 质点 组 来 讲 , 一 共有 
nn 个 像 式 (2.3.7) 这 样 的 方程 . 现在 ,用 r' 从 左面 矢 
乘 这 些 方程 式 , 并 对 求 和 , 则 内 力矩 仍 互相 抵消 ， 
故 得 图 2.3.1 


HT mi SP) tex mr (2.3.8) 


=FP +F" +(-mi) (2.3.7) 


因 C 为 质心 , 故 5 mr =0, 而 式 (2.3.8) 简 化 为 
ETT = 六 人 x Fi") (2.3.9) 
式 中 左 侧 是 质点 组 对 质心 C 的 动量 矩 对 时 间 的 微 商 , 即 S/ ,而 右 侧 则 是 诺 外 力 


对 质心 C 的 力矩 之 和 ,可 以 M' 表 之 . 这 样 , 式 (2.3.9) 就 简化 为 
上 迪 
se M (2.3.10) 
这 就 是 质点 组 对 质心 的 动量 矩 定理 , 即 质点 组 对 质心 C 的 动量 矩 对 时 间 的 微 商 
等 于 所 有 外 力 对 质心 的 力矩 之 和 , 跟 对 固定 点 的 动量 矩 定理 形式 相同 ,只 多 一 撤 
号 . 这 时 各 质点 的 惯性 力矩 互相 抵消 ,不 起 作用 . 事实 上 ,由 于 坐标 系 C-x'y'z 以 
加 速度 re 平 动 , 每 一 质点 都 受 有 惯性 力 ( -m, Fe ) 的 作用 ,这 些 力 都 是 相互 平行 
的 ,它们 的 合力 通过 质点 组 的 质心 , 故 对 质心 的 力矩 当然 等 于 零 . 
因此 ,虽然 质心 是 动 点 ,但 对 质心 可 以 和 对 固定 点 一 样 写 出 动量 矩 定理 . 如 
外 力 对 质心 的 力矩 的 矢量 和 为 零 , 则 对 质心 的 动量 矩 也 必然 守恒 : 但 对 于 其 他 动 
点 0 一般 则 不 能 , 令 ;是 质点 P, 对 0' 的 位 矢 , 而 by mr =mrc,re 是 质心 C 对 
0 的 位 矢 ,于 是 式 (2.3.8) 中 的 关 则 应 改 为 0' 的 加 速度 ro. 这 时 ,由 式 (2.3.8) 
可 知 , 仅 当 0' 的 加 速度 rw' 恒 与 玫 共 线 或 平行 ,相对 于 0 的 动量 矩 定理 才 和 相对 
于 0 的 动量 和 矩 定理 的 形式 相同 . 
[ 例 ] 在 具有 水 平 轴 的 滑轮 上 悬 有 一 根 绳子 ,绳子 的 两 端 距 通过 该 轴 水 平面 的 距离 为 
与 两 个 质量 分 别 为 m 与 严 '" 的 人 抓 着 绳子 的 两 端 ,他 们 同时 开始 以 匀 加 速度 向 上 疏 并 同时 


到 达 滑 轮轴 所 在 的 水 平面 . 假定 滑轮 的 质量 可 忽略 , 且 所 有 的 阻力 也 都 忽略 不 计 , 问 需 多 长 时 
间 ,两 人 可 以 同时 到 达 ( 图 2.3.2)? 
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[ 解 ] 令 滑 轮 的 半径 为 r,A 的 强 的 速度 为 v,B 为 ”, 则 他 们 
对 通过 滑轮 中 心 的 水 平 轴 的 动量 矩 为 


J = mor -可 (1) 
而 外 力 m'g 和 mg 对 同 轴 的 力矩 则 为 
m'gr 一 mgr (2) 
由 动量 矩 定理 ,得 
EL me - ma)r = (mm)er (3) 
即 ma -mia' = (m’—m)g (4) 


式 中 a 及 a' 是 两 人 扑 强 时 的 加 速度 , 均 为 常数 . 若 : 为 共同 需要 的 
时 间 , 则 


a= 广 ，a’' = 二 (5) 


这 就 是 他 们 从 开始 运动 到 抵达 轮轴 水 平面 所 需要 的 时 间 . 
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(1) 质点 组 的 动能 定理 


由 第 一 章 中 的 式 (1. 8. 20) 知 ,质点 动能 的 微分 等 于 作用 在 质点 上 的 力 所 作 
的 元 功 , 对 质点 组 中 任 一 质点 来 讲 , 则 应 为 质点 组 中 任 一 质点 动能 的 微分 等 于 作 
用 在 该 质点 上 外 力 及 内 力 所 作 元 功 之 和 , 即 


dm =dT,=F(o ,dri+FO 。 dro (2.4.1) 


式 中 x; 是 质点 组 中 任 一 质点 Pi; 对 定点 0 的 位 矢 ,六 是 这 质点 的 速度 ,而 dr; 则 
是 它 的 位 移 . 对 i 求 和 ,得 


dD (zmi) = DF ‘drt DFO dr (2.4.2) 


若 了 是 质点 组 的 动能 , 则 


dT= > FI dr + FI dr (2.4.3) 


be Ee 


加 太 =F 上 =D* Di= 太 ,所 以 成 也 可 写 为 碗 或 中 ,下 同 . 
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故 质点 组 动能 的 微分 ,等 于 诸 内力 及 诸 外 力 所 作 元 功 之 和 ,这 关系 叫 质点 组 的 动 
能 定理 ,是 质点 组 动力 学 的 第 三 个 基本 定理 . 这 里 应 注意 的 是 ,在 动量 定理 和 动 
量 矩 定理 中 ,内 力 均 因 相等 相反 而 消去 ,但 在 动能 定理 中 ,除非 在 某 种 特殊 情况 
下 ,例如 刚体 内 力 所 作 的 功 ,通常 并 不 能 互相 抵消 , 故 质点 组 即使 不 受 外 力作 用 ， 
或 虽 受 外 力作 用 而 互相 平衡 时 ,质点 组 的 动能 并 不 一 定 守重 . 大 炮 发 射 炮弹 时 ， 
水 平方 向 动量 虽然 守恒 (参看 $2.2) ,但 相应 的 动能 并 不 守恒 ,因为 两 者 原来 都 
是 静止 的 , 当 炮弹 发 射 时 , 炮 身 反 冲 ,两 者 都 有 速度 , 亦 即 两 者 都 有 动能 . 
关于 内 力 所 作 元 功 之 和 一 般 不 能 互相 抵消 的 原因 ,可 用 下 面 两 个 质点 的 情 
况 来 加 以 说 明 . 设 第 一 个 质点 相对 于 定点 0 的 位 矢 是 mn ,第 二 个 质点 相对 于 0 
的 位 矢 是 m ,第 一 质点 所 受 的 内 力 为 ,第 二 质点 所 受 的 内 力 为 六 ,是 .AD +4 
=0( 图 2.4.1) , 则 
dW, =f dritP dr， 
= dm-n) m 
= .dr=-f .dr 
式 中 是 质点 2 相对 于 质点 1 的 位 矢 . 故 只 有 当 dr=0，i<C 
dW, 始 等 于 零 . 而 dr= 0 意味 着 质点 间距 离 不 能 改变 , 即 开胃 
为 刚体 , 对 一 般 质 点 组 来 讲 ,dr 关 0, 故 内 力作 功 一 般 不 等 图 2.4.1 
于 零 


(2) 机 械 能 守恒 定律 


对 质点 组 来 讲 , 内 力 所 作 的 功 之 和 一 般 并 不 为 零 , 所 以 ,车 只 有 外 力 是 保守 
力 而 内 力 并 不 是 保守 力 时 ,质点 组 的 机 械 能 并 不 守恒 . 例如 水 沿 倾斜 的 管子 作 片 
流 运动 时 ,由 于 内 力 是 恭 灌 力 (内 摩擦 力 ) , 故 机械 能 并 不 守恒 . 

如 果 作 用 在 质点 组 上 的 所 有 外 力 及 内 力 都 是 保守 力 ( 或 其 中 只 有 保守 力作 
功 ) 时 , 才 有 

T+V=E (2.4.4) 

的 关系 , 式 中 EE 是 总 能 量 ,7 为 质点 组 的 动能 而 V 
则 包含 内 外 力 的 势能 ,这 就 是 质点 组 机 械 能 守恒 
定律 . 


(3) 柯 尼 希 定理 


在 图 2.4.2 中 ,C-x'y'z' 系 的 原点 固着 在 质 
点 组 的 质心 C 上 ,并 随 质 心 C 在 惯性 系 中 平 动 . 
这 时 C-x'y'z' 系 称 为 质心 坐标 系 或 质心 系 . 质点 
组 中 某 一 质点 已 对 定点 0 的 位 矢 为 7,, 对 C 的 国 7 342 
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位 矢 为 ,而 C 对 0 的 位 矢 则 为 re. 由 图 2.4.2 可 以 看 出 
辣 写 后 这 并 (2.4.5) 
故 质点 组 的 动能 7 为 
= mi tie Dm (2.4.6) 
因 是 P, 相对 于 质心 C 的 位 矢 , 故 灾 miP; = mi =0, 这 样式 (2.4.6) 简 
化 为 


T= Lm Sy mr (2.4.7) 


式 中 才 m 关 为 质点 组 全 部 质量 集中 质心 而 运动 时 的 动能 ,可 称 之 为 质心 的 动 


能 ,而 二 by mii? 则 为 质点 组 中 各 质点 对 质心 系 运动 时 的 动能 . 故 质点 组 的 动能 


为 质心 的 动能 与 各 质点 对 质心 动能 之 和 . 这 个 关系 叫 柯 尼 希 定理 ,在 刚体 动力 学 
中 常 要 用 到 . 


(4) 对 质心 的 动能 定理 
现在 来 求 相 对 于 质心 的 动能 定理 . 用 相对 于 质心 系 的 位 移 dr' 标 乘 式 
(2.3.7) 中 的 各 项 ,并 对 i 求 和 ,得 
dm = Ye .dr' + ye .dr' + Dom Fe) dr 


(2.4.8) 
因为 


三 [(-mzo dr] pe mdr ) -0 
故 式 (2.4.8) 就 简化 为 


= SS 
| a( 广 mz?) = Fo d+ TF. dr | (2.4.9) 
即 质点 组 对 质心 动能 的 微分 ,等 于 质点 组 相对 于 质心 系 位 移 时 内 力 及 外 力 所 作 


元 功 之 和 ,与 式 (2.4.2) 的 形式 相同 . 这 时 质心 虽 是 动 点 ,但 惯性 力 所 作 功 之 和 
即 式 (2. 4. 8 ) 的 未 项 为 零 , 不 起 作用 ,与 动量 矩 定理 的 情形 相似 . 这 又 一 次 说 明 
了 质心 的 重要 性 . 

上 面 所 求 出 的 质点 组 的 三 个 动力 学 基本 定理 ,在 分 量 形式 下 ,一 共有 七 个 方 
程 [ 即 式 (2.2.6) (2.3.6) 和 (2.4.2)]. 和 它们 相关 的 守恒 定律 成 立时 也 是 这 
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样 . 但 由 于 质点 组 的 独立 变量 通常 大 于 七 ,所 以 这 些 方程 并 不 能 用 来 确定 质点 组 
中 每 一 质点 的 运动 (除非 是 刚体 ) ,而 只 能 由 它们 得 出 运动 总 的 趋向 和 某 些 特 
征 ,特别 是 与 质心 有 关 的 总 的 趋向 和 特征 . 对 于 两 个 质点 所 组 成 的 质点 组 ,在 特 
殊 情 况 下 ,可 用 动量 定理 和 动能 定理 (或 和 它们 相关 的 守恒 定律 ) 来 求解 它们 的 
运动 . 下 面 ,我们 用 一 个 实例 来 说 明 这 种 情况 . 

[ 例 ] 质量 为 m, 及 m; 的 两 自由 质点 互相 以 力 吸引 ,引力 与 其 质量 成 正比 ,与 距离 平方 
成 反比 ,比例 常数 为 开始 时 ,两 质点 篆 处 于 静止 状态 ,其 间距 离 为 w. 试 求 两 质点 的 距离 为 
二 时 两 质点 的 速度 - 

[ 解 ] 令 质 量 为 m, 的 质点 的 速度 为 v ,质量 为 m, 的 质点 的 速度 为 w, 则 因 两 者 互相 吸 
引 , 故 mw ,mm 的 方向 相反 , 今 取 v 的 方向 为 正方 向 (图 2.4.3)、 

本 问题 无 外 力作 用 , 故 由 动量 守恒 定律 得 

mu -mv = 0 (1) 

相 吸 引 的 内 力 属于 万 有 引力 之 列 , 故 为 保守 力 . 由 1.9 知 势能 为- 全, 式 中 是 两 质点 

间 的 距离 . 由 机 械 能 守恒 定律 得 


上 1 1 km m, 
-m+ ma - 2 (2) my 
和 1， 
解 (1) 式 及 (2) 式 ,得 人 
， 
号 PE 7 2k 
mam rm ma ttm) 
现在 用 动能 定理 来 解 . 由 式 (2.4.2) 得 图 2.4.3 
二 m + 字 m:) =- 他 dr (4) 
BB 
积分 ,得 mt (5) 


这 与 用 机 械 能 守恒 定律 得 出 的 (2) 式 相同 . 


$2.5 两 体 问 题 


在 $1.9 中 ,我 们 曾经 提 到 : 开 普 勒 定律 只 是 近似 的 . 其 中 一 个 原因 就 是 太 
阳 和 行星 相互 吸引 ,两 者 都 有 加 速度 ,太阳 并 不 是 静止 不 动 的 . 

太阳 和 行星 既然 都 有 运动 ,显然 属于 质点 组 的 运动 问题 . 我 们 现在 就 对 这 个 
问题 作 进 一 步 的 研究 . 

在 图 2.5.1 中 , 令 5 点 代表 太阳 ,P 点 代表 某 一 行星 . 并 设 rs 是 行星 P 对 某 
一 惯性 坐标 系 原点 0 的 位 矢 ,而 六 是 太阳 对 同一 坐标 系 原点 0 的 位 矢 . 以 M 及 
m 分别 代 表 太 阳 和 行星 的 质量 ,那么 太阳 对 惯性 坐标 系 的 动力 学 方程 将 为 
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一 (2.5.1) 


式 中 r=5P,G 为 引力 常量 , 且 GM= 肥 .而 行星 对 同一 
坐标 系 的 运动 方程 为 


(2.5.2) 


将 方程 式 (2. 5. 1) 和 (2. 5.2) 相 加 ,就 得 到 


和 (Mr +mrp)=0 


但 由 式 (2.1.3) , 知 
Mrs + mrp = (M+ m)re (2.5.4) 
rc 代表 太阳 $ 和 行星 P 的 质心 C 对 同一 坐标 系 原点 0 的 位 矢 . 
由 式 (2.5.3) 及 式 (2.5.4) ,我 们 得 到 
dre 
0 (2.5.5) 


(M+m) 


这 就 是 说 ,(1) 系统 (P,5) 的 质心 将 按 惯性 运动 ,(2) 太阳 和 行星 都 绕 它们 的 质 
心 作 圆锥 曲线 运动 . 对 系统 (5,P) 而 言 , 万 有 引力 是 内 力 , 故 前 一 论断 根据 质点 
组 的 动量 守恒 定律 就 可 立即 得 出 . 至 于 后 一 论断 , 则 可 从 它们 相对 于 质心 的 动力 
学 方程 得 出 . 

既然 只 有 两 个 质点 ,所 以 C 在 SP 的 连 线 上 . 如 令 T=r, ,区 =r,, 则 行星 对 
C 的 动力 学 方程 为 

km rn 
(my 
因为 5 是 质心 , 故 mr = Mns, 而 名 + = (1 加 ] = 这 样 , 式 (2.5.6) 就 


变 为 


(2.5.6) 


mr = 


mM 1 
(M+m)*rr 
力 仍 与 距离 平方 成 反比 , 故 由 $1.9, 知 行星 绕 (S,P) 系 统 的 质心 作 圆锥 曲线 运 
动 . 太阳 的 情况 也 是 这 样 ,读者 可 自行 验证 . 
现在 来 求 行星 对 太阳 的 相对 运动 方程 . 将 式 (2.5.1) 乘 以 m, 式 (2.5.2) 乘 
以 W ,然后 由 后 者 减 去 前 者 ,得 
mm RN = __GHMm 
dt dt 
但 ro-rs=r, 所 以 式 (2. 5.8) 变 为 


{2:577) 


m= 


(M+m) 和 (2.5.8) 


A 
学 
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2 
Mm dr = MnOM + m) 二 
dt rn r 
消去 M ,得 
dr Gm(M+m)r kmr 
=- = 一 sR 
ar rn A 好 = 下 人 


式 中 大 =G(OMH+m). 

在 式 (2.5.9) 中 ,m 是 行星 的 质量 ,r 是 行星 对 太阳 $ 的 位 矢 , * 是 行星 相 
对 于 太阳 运动 时 的 加 速度 ,而 右 式 则 是 行星 所 受 的 力 . 所 以 , 式 (2.5.9) 是 行星 
相对 于 太阳 的 动力 学 方程 . 这 时 可 认为 太阳 是 不 动 的 ,但 它 的 质量 却 不 等 于 M， 
而 增 大 为 M+m. 因此 ,常数 k” 对 所 有 行星 并 不 一 样 ,因为 里 面 含有 行星 的 质 
量 m. 

方程 (2.5.8) 也 可 写 为 


2 
二 (2.5.10) 


人 /但 行星 质量 则 不 等 于 中 ,而 减 小 为 = 放 二 = 或 
M 
叫做 折合 质量 . 

从 式 (2.5.9) 出 发 ,我 们 就 可 以 对 开 普 勒 第 三 定律 进行 修正 . 因为 根据 式 
(1.9.27) 


本 Ana _ 
对 行星 尸 : i =kY =G(M+m,) 
Ti 
A 4m aa in 
对 行星 P,: 3 =k? =G(M+m,) 
T2 
两 者 相 除 ,得 
和 1 
al .aa _M tm _ M 


二 :一 = = 
TI 7 M+m, 1 m2 


M 
而 根据 开 普 勒 第 三 定律 , 式 (2.5. 11) 的 右 方 应 该 等 于 1. 故 开 普 勒 第 三 定律 只 具 
有 近似 性 质 ,只 在 m, 及 m, 都 远 远 小 于 M 时 才 是 正确 的 . 


实际 上 ,太阳 系 中 最 大 的 行星 是 木星 , 它 的 质量 也 不 过 是 太阳 质量 的 J047: 


3D 


M+m, 
M+tm, 


故 如 令 下 角 标 1 代表 木星 ,下 角 标 2 代表 太阳 系 中 其 他 行星 ,因而 之 比 不 
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会 超过 1042 ,与 1 相差 其 微 . 故 开 普 惑 第 三 定律 虽 只 具 近 似 性 质 , 但 是 近似 程度 


却 是 相当 高 的 - 

上 面 的 讨论 没有 考虑 到 行星 间 的 相互 吸引 , 故 称 两 体 问题 . 如 果 考 虑 任 一 行 
星 还 要 受到 其 他 行星 的 吸引 , 则 成 为 多 体 问 题 . 多 体 问题 一 般 只 能 用 微 扰 法 ( 摄 
动 法 ) 来 近似 地 求解 . 微 扰 法 在 天 体力 学 和 量子 力学 中 都 要 经 常用 到 . 
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散射 和 碰撞 这 一 类 问题 ,都 属于 两 体 问题 . 在 散射 (或 碰 擅 ) 前 后 ,两 质点 都 
有 运动 . 根据 上 节 的 讨论 ,看 来 我 们 可 以 把 它 化 为 单 体 问题 , 即 认为 其 中 一 个 不 
动 ,而 把 另外 一 个 的 质量 改 为 折合 质量 . 但 是 ,事情 并 不 这 样 简单 . 因为 在 上 述 两 
种 考虑 的 情况 下 ,散射 角 并 不 相同 . 前 者 (两 体 问题 ) 是 两 质点 间 相 对 位 矢 ~ 在 
散射 前 后 所 偏转 的 角度 (图 2. 6. 1 中 的 bc) ;而 后 者 ( 单 体 问题 ) 则 系 被 散射 的 质 
点 (例如 a 粒子) 在 散射 前 后 所 偏转 的 角度 (图 2. 6. 1 中 的 9,). 9, 可 在 实验 室 观 
察 出 来 ,而 bc 则 要 由 等 值 单 体 问题 计算 出 来 .只 有 当 散 射 主 (例如 原子 核 ) 在 散 
射 过 程 中 始终 静止 不 动 时 ,两 者 才 相等 . 

因此 ,在 研究 散射 (或 碰撞 ) 问 题 时 ,人 
们 常 运用 两 种 不 同 的 坐标 系 . 一 种 叫做 实 
验 室 坐 标 系 ,这 时 观测 者 在 静止 坐标 系 中 
观测 散射 过 程 , 常 为 实验 工作 者 所 采用 . 另 
一 种 是 随 着 质心 运动 的 坐标 系 来 观察 , 叫 
做 质心 坐标 系 , 常 为 理论 工作 者 所 采用 . 图 
2.6. 1 中 的 6, 就 是 在 实验 室 坐标 系 中 所 测 
出 来 的 散射 角 ,而 gc 则 是 在 质心 坐标 系 中 
的 散射 角 , 它 一 般 只 能 由 计算 得 出 . 2 

设 质 量 为 m, 的 质点 1 以 速度 wm 被 另 
一 质量 为 m; 的 静止 质点 2 散射 . 此 两 质点 的 质心 在 散射 前 后 都 将 沿 w 方向 以 
速度 六 运动 . 在 散射 前 ， 


(mi + m,)V = mv, 


di 


即 Y = 一 一 一 (2.6.1) 
mi 十 ma 
此 时 质点 1 相对 于 质心 的 速度 V, 的 量 值 为 
ma 
册 =w -Y= (2.6.2) 
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而 质点 2 相对 于 质心 的 速度 V, 的 量 值 则 为 
Ee (2.6.3) 
mm 十 ma 

即 mV + mV =0 (2.6.4) 
从 质心 坐标 系 看 来 ,根据 动量 守恒 定律 ,两 质点 散射 后 必 将 沿 相 反方 向 运动 ,而 
质点 1 散射 后 的 速度 V， 与 散射 前 的 速度 V， 之 间 的 夹 角 就 是 gc ,如 图 2. 6.2 
(a) 所 示 . 

同一 现象 ,从 实验 室 坐 标 系 来 看 ,就 完全 两 样 . 图 2. 6.2(b) 画 出 了 从 实验 室 


A 
“大 ~ 
+ 2 ~ 
A 
Id 
(a) 质心 坐标 系 (b) 实验 室 坐标 系 
图 2.6.2 


坐标 系 所 看 到 的 散射 现象 . 这 时 质点 1 散射 后 的 速度 是 v', 它 与 w 之 间 的 夹 角 
是 0,. 

现在 来 求 9。 和 9, 之 间 的 关系 . 显然 ,由 相 
对 运动 关系 ,我 们 有 (图 2.6.3) 


Vi+V=v (2.6.5) 
写成 分 量 形式 , 则 为 
Vicosgc + A (2.6.6) 
Vising。= v'sing, 
两 式 相 除 ,得 
Vsing, 
ng -ros Ep (2.6.7) 


在 图 2. 6. 4 中 ,C 为 质点 1 及 质点 2 的 质心 , 它 对 实验 室 坐标 系 原点 0 的 位 
矢 为 re ,而 质点 上 及 质点 2 对 C 的 相对 位 矢 为 r 及 ,至 于 质点 2 相对 于 质点 1 
的 位 矢 则 为 ~ 由 质心 定义 , 知 


开 三 = 一 一 一 六 (2.6.8) 


取 对 时 间 的 微 商 ,得 Vi=i (2.6.9) 
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图 2.6.4 


式 中 心 是 折合 质量 , 它 等 于 二 5 , 散射 后 , 当 两 质点 远离 到 无 引力 场 作用 时 , 因 


系统 是 保守 的 ,这 时 两 质点 相对 速度 的 量 值 1 1 必 与 其 起 始 时 两 粒子 的 相对 速 
度 即 w 的 量 值 mw 相等 , 即 


V’ =, (2.6.10) 
mm 
又 由 式 (2.6.1) , 知 
V=2, (2.6.11) 
712 


把 式 (2.6.10) 及 式 (2.6.11) 代 入 式 (2.6.7) 中 ,得 


an > (2.6.12) 


Pi 
cosgc + 十 
2 


当 mi <cms 时 ,9,~9。; 故 重 对 (例如 重 原 子 核 ) 仅 有 很 小 的 反 冲 ,几乎 与 固定 质心 
类 似 . 卢 瑟 福 散射 就 近似 地 属于 这 种 情况 . 这 时 a 粒子 的 m 为 4 原子 质量 单位 ， 
而 原子 核 的 m, 则 在 100 原子 质量 单位 以 上 

但 对 中 子 -质子 散射 , 因 两 者 质量 相等 , 故 情况 和 卢 瑟 福 散 射 相反 . 在 此 情 
形 下 ,=1, 故 式 (2.6.12) 变 为 


ing Sia Qe (2.6.13) 


tang, = 


.= 20, (2.6.14) 

我 们 在 此 处 研究 的 是 弹性 散射 , 即 散射 前 后 的 总 动能 守恒 . 在 实验 室 坐标 系 

中 ,两 质点 的 速率 都 要 改变 . 靶 ( 质 点 2) 原来 是 静止 的 ,散射 时 将 发 生 反 冲 ,因而 

具有 一 定 的 速率 及 动能 ,而 被 散射 质点 (质点 1) 则 必须 减 小 速率 及 动能 . 故 散射 
结果 ,动能 将 从 被 散射 质点 转移 到 靶 上 去 . 由 图 2. 6. 3 ,利用 余弦 定律 ,我 们 有 
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V2 20 + -2Vo'eosg, (2.6.15) 

利用 (2.6. 10) 及 (2. 6. 11) 两 式 ,可 把 式 (2. 6. 15) 化 为 
( 因 一 至 ( 因 eow, -于 -0 (2.6.16) 

ov ma\ ms + m, 


它 是 于 的 二 次 式 ,在 特殊 情况 下 , 当 mi, =m 时 , 则 有 


v 


= cosb， (2.6.17) 


这 时 车 0,= 方 , 则 相当 于 在 质心 坐标 系 中 的 反 向 散射 (6c =") ,这 时 的 能 量 转 


移 最 大 , 反 冲 质点 将 获得 全 部 的 人 射 能 量 . 

散射 时 动能 发 生 转 移 , 这 是 在 反应 堆 中 使 中 子 得 以 减速 的 理论 依据 . 在 反应 
堆 中 ,用 来 使 中 子 减 速 的 材料 叫 减速 剂 . 从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,氢气 、 碳 等 轻 
元 素 都 可 以 作为 减速 剂 . 但 氨 吸 收 中 子 的 能 力 相 当 大 , 故 实际 上 常用 减速 能 力 较 
强 而 吸收 中 子 的 能 力 又 较 小 的 重水 ( 含 气 ) 或 石墨 ( 含 碳 ) 作 为 减速 剂 . 
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(1) 变质 量 物体 的 运动 方程 


前 面 我 们 讨论 了 物体 质量 固定 时 的 运动 规律 ,在 本 节 中 ,我 们 将 求 出 物体 的 
质量 按 一 定 规律 变化 (减少 或 增加 ) 时 的 动力 学 方程 , 即 变质 量 物体 的 动力 学 
方程 . 

设 一 物体 的 质量 在 + 时 为 m, 它 的 速度 是 v(v<< 光 速 c) ,同时 一 微小 质量 
Am 以 速度 运动 ,并 在 ttAt 时 间 间 隔 内 与 m 相合 并 ,合并 以 后 的 共同 速度 是 
v+Av. 如 果 作用 在 m 及 Am 上 的 合 外 力 为 严 , 则 由 动量 定理 ,得 

(m+ Am)(v+ Av) -map-Amu=FA 2. 7 
内 力 及 约束 力 恒 有 大 小 相等 .方向 相反 ,因而 消去 . 
略 去 式 (2.7.1) 中 的 二 阶 微量 AmAv, 除 以 At, 并 使 At 一 0, 得 变质 量 物体 动 


力学 方程 为 
q dm 
| mar (2 2 


4 是 代表 微 质 量 Am 未 与 m 合并 以 前 或 自 m 分 出 后 一 刹那 的 速度 ,S2 为 质量 的 
时 间 变化 率 ( 可 正 可 负 ) ,而 则 为 作用 在 系统 上 的 合 外 力 , 例 如 万 有 引力 和 空 
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气 阻力 . 如 果 w=0, 则 式 (2.7.2) 简 化 为 


(nv) =F (Ty 

如 ww 与 v 相 等 , 则 式 (2.7.2) 可 简化 为 
m 昱 = 《2 4) 
这 与 质量 为 定 值 的 运动 方程 式 形式 上 没有 什么 区 别 ,但 实质 上 并 不 相同 ,这 里 m 


一 般 是 时 间 4 的 函数 . 

[ 例 ] 雨点 开始 自由 落下 时 的 质量 为 M. 在 下 落 过 程 中 ,单位 时 间 内 凝结 在 它 上 面 的 水 
汽 质 量 为 A. 略 去 空气 阻力 , 试 求 十 点 在 1 时 间 后 所 下 落 的 距离 . 

[ 解 ] 本 问题 的 wu=0, 故 由 式 (2.7.3) ,得 


[M+ ADo] = (M+At)g (1) 
积分 ,得 CMAs ( Merar) etc， (2) 
因 :=0,o=0, 故 C,=0， 
二 
Mg + At 
ds 2 
i (3) 
故 "Ta M+ALt 
ds 1, ,Mg Mig/2A 
四 2 M+tAt (4) 
再 积分 ,得 
3 
: = 所 () + nM AD) + 6 (5) 
因 上 =0,s=0, 故 
一 和 wy 
A 
2 2 
于 是 ,得 ;=e| 芳 ln( 1+ 人)] (6) 
这 就 是 雨点 在 上 时 间 后 所 下 落 的 距离 . 
“(2) 火箭 


方程 (2.7.2) 是 研究 变质 量 物体 运动 的 基本 方程 . 近代 火箭 是 用 逐渐 把 燃烧 过 的 废气 向 
外 喷 出 的 办 法 来 增加 火箭 本 身 运 动 的 速度 ,因此 也 是 属于 变质 量 物体 的 运动 问题 . 
式 (2.7.2) 也 可 改写 为 


mm 旦 =F+ 衬 人- (2.7.5) 


式 中 wu-v=v, 是 放出 物质 相对 于 运动 物体 的 速度 , 吕 是 单位 时 间 放出 的 物质 的 质量 ,而 
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dm dm, 
本 (人 -za) = ev =F, (2.7.6) 
则 是 由 于 放出 物质 所 引起 的 附加 力 或 反作用 力 . 因此 , 式 (2.7.5) 又 可 写 为 
dv dm 
m+ + (2.7.7) 


在 现代 的 火箭 问题 中 ,可 以 把 放出 物质 的 相对 速度 w 看 做 是 沿 着 运动 物体 轨道 切线 的 
负 方 向 ,因此 ， 


让 (2.7.8) 
式 中 i 是 沿 轨道 切线 的 单位 矢量 . 
在 此 情形 下 , 式 (2.7.5) 变 为 
时 四 F -pn (2.7.9) 


现在 研究 一 种 比较 简单 的 情况 . 即 一 个 可 变质 量 的 质点 在 空间 运动 时 不 受 任何 外 力作 
用 ,并 设 放出 物质 的 相对 速度 v, 的 量 值 不 变 , 且 与 运动 质点 的 速度 v 共 线 而 反 向 , 则 式 
(2.7.9) 就 简化 为 


由 。-， 曙 
“和 
或 dm (2.7.10) 


由 于 v, 是 常数 ,因此 如 果 设 m=mof(+) , 式 中 m。 是 起 始 质量 , 它 也 是 一 个 常数 ,而 (4) 则 是 放出 
物体 所 遵循 的 时 间 函 数 , 且 /(0)= 1, 则 式 (2.7.10) 变 为 


由 - -也 
"» 
积分 ,得 v=-tlnf+C, 


设 当 :=0 时 ,z=mwV=1. 则 Ci=m, 因 而 
ool = + ln (2.7.11) 
这 就 是 研究 火箭 运动 问题 的 一 个 主要 关系 式 . 
令 m. 代表 空 火箭 (包括 仪器 和 外 壳 等 ) 的 质量 ,m' 代 表 放 出 物质 (燃料 ) 的 质量 , 则 在 
m=0 的 条 件 下 ,由 (2.7.11) 式 , 知 当 燃烧 终了 时 ,火箭 所 具有 的 速度 为 


m+ 


2 = 2.30le(1 +2e) (2.7.12) 


t= ln 
由 此 可 见 :vw 和», 成 正比 ,如 sw, 大 一 倍 ,v 也 大 一 倍 . 此 外 ,当空 火箭 及 燃料 的 总 质量 ( m.+ 
m') 与 空 火箭 的 质量 m, 之 比 按 几 何 级 数 增加 时 ,燃烧 终了 时 火 稍 所 具有 的 速度 ,只 能 按 算术 
级 数 增加 . 故 增 大 物质 放出 的 速度 ( 即 增 大 w ) 比 增加 燃料 的 数量 ( 即 增 大 m') 有 效 得 多 . 
如 果 v,=2 km/s, 那 么 要 使 火 稍 的 ”能够 超过 第 一 宇宙 速度 ,以便 用 来 发 射 人 造 地 球 卫 
星 , 则 质量 比 全 约 在 100 左右 , 即 燃料 的 质量 应 比 空 火 稍 的 质量 大 100 倍 左右 . 如 计 及 地 球 引 


力 和 空气 阻力 ,这 个 比值 还 要 大 . 因此 目前 都 采用 多 级 火箭 的 方案 来 发 射 人 造 地 球 卫星 . 当 某 
一 火箭 里 面 的 燃料 已 经 烧 完 以 后 ,就 把 这 级 丢掉 ,以 提高 火箭 的 飞行 速度 . 根据 计算 和 实践 ， 
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用 三 级 (或 四 级 ) 火 箭 来 发 射 人 造 卫 星 是 比较 理想 的 . 
现在 来 求 质点 离开 起 始点 的 距离 . 当 v, = 常数 时 ,由 式 (2.7.11) ,可 得 
ds = todt ~ vlnfdt 
积分 ,得 
# = (2.7.13) 
由 此 可 见 ,为 了 求 出 ,必须 知道 函数 /(1) 的 具体 形式 , 邑 必 须 作 出 关于 质量 变化 规律 的 假定 . 


在 近代 实验 工作 和 理论 研究 中 ,下 列 两 种 质量 变化 规律 应 用 得 最 广 。 
(a) 直线 律 :f=1-at, 式 中 a 是 常数 . 此 时 每 秒 钟 放出 的 质量 为 


坚 = 证 [ml -al)] =-am。= 常数 
而 反作用 力 FP amor, 


在 vb, 等 于 常数 的 情形 下 ,F, 也 是 一 个 常数 . 故 质量 变化 的 直线 律 适用 于 每 秒 钟 放 出 的 质量 等 
于 常数 时 的 情况 . 
把 /=1-at 代 人 式 (2.7.13) ,得 


stm tl -ala(l -ao + or] (2.7.14) 


(b) 指数 律 :/=e™. 此 时 


都 不 是 常数 . 但 由 于 反作用 力 所 引 起 的 附加 加 速度 


amouie 


aa = om: 
moe 


站 F, = 
0 
在 v, 等 于 常数 的 情形 下 ,a, 却 是 一 个 常数 . 故 质量 变化 的 指数 律 适用 于 反作用 加 速度 等 于 常 
数 时 的 情况 . 
把 /=e™ 代 入 式 (2.7.13) ,得 
st (2.7.15) 
如 果 把 重力 考虑 进去 , 则 在 速度 表达 式 (2.7. 12) 中 ,应 增加 -gt 项 ,而 在 距离 表达 式 
(2.7.13) 中 , 则 应 增加 二 ge 项 . 如 果 把 空气 阻力 也 考虑 进去 , 则 问题 还 要 复杂 一 些 . 
放出 物质 时 火箭 所 经 过 的 一 段 路 程 s 叫做 喷射 行程 ,而 所 花 的 时 间 1, 则 叫做 旱 射 时 间 . 
火箭 总 是 要 受 重力 作用 的 ,由 上 述 讨 论 可 知 , 火 稍 因 重力 而 损失 的 速度 ,与 gt, 成 正比 . 故 如 
火箭 的 加 速度 不 受 限制 时 ,最 好 使 它 所 携带 的 燃料 尽快 地 烧 光 ,以 减 小 上 即 减少 速度 上 的 
损失 . 
从 上 面 的 讨论 还 可 以 看 出 :火箭 速度 和 排 气 性 能 有 密切 关系 , 排 气 速度 w 越 大 , 喷 出 的 


质量 越 多 , 则 火箭 得 到 的 速度 "就 越 大 - 另外 ,质量 比 生 -虽然 不 如 v, 那样 重要 ,但 也 能 影响 到 
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火箭 的 速度 . 因此 ,最 佳 的 设计 方案 是 除了 减 小 上 外 ,还 要 使 v， 和 于 两 者 都 尽 可 能 大 . 这 在 材 


料 的 要 求 上 就 显得 特别 严格 . 除了 要 使 用 能 产生 高 温 的 燃料 ( 如 单 原子 氢 或 其 他 固态 燃料 ) 
外 ,还 要 求 要 用 能 抵抗 高 温 的 难 熔 轻 金属 来 制造 火箭 的 外 壳 . 在 目前 , 钛 是 一 种 比较 理想 的 
材料 

在 以 上 的 讨论 中 ,我们 是 把 火箭 当 作 是 一 个 可 变质 量 的 质点 看 待 的 . 实际 上 ,火箭 是 一 个 
有 一 定 大 小 的 物体 . 因此 ,问题 远 较 这 里 所 讨论 的 复杂 . 如 果 把 火 稍 当 作 刚 体 看 待 ,那么 除了 
研究 它 的 质心 的 运动 外 ,还 要 用 动量 矩 定理 研究 它 绕 质心 的 转动 问题 . 我 们 在 这 里 还 不 能 计 
算 这 个 问题 . 在 下 一 章 , 我 们 将 对 刚体 的 运动 规律 , 作 比 较 详细 的 介绍 . 


$2.8 位 力 定理 


在 $1.9 和 8§2.5 等 节 中 ,我 们 曾 讨论 了 有 关 质 点 受 有 心力 作用 时 的 运动 问 
题 . 这 类 问题 ,也 可 由 大 数目 质点 组 更 为 一 般 的 定理 一 一 即 所 谓 位 力 定理 的 特殊 
情况 得 出 , 位 力 定理 不 同 于 我 们 以 前 所 讨论 过 的 定理 , 它 具 有 统计 性 质 , 即 各 种 
力学 量 对 时 间 的 平均 值 . 
设 所 研究 的 质点 组 是 由 n 个 质点 组 成 ,其 中 某 一 质点 的 质量 是 m,, 位 矢 为 
7,, 所 受 的 力 为 F;( 包括 约束 力 ) , 则 其 基本 运动 方程 为 
p=F, (2.8.1) 
式 中 p=mii ;是 动量 . 我 们 现在 感 兴趣 的 是 下 述 的 物理 量 , 它 对 质点 组 中 所 有 
质点 求 和 , 即 
G= pir, (2. 8.2) 
求 6 对 时 间 的 微 商 ,得 
Pt per (2. 8.3) 
式 (2.8.3) 右 方 的 第 一 项 可 改 为 
六 六 “pi= Dp “= Sm =27 
7 为 质点 组 的 动能 . 而 式 (2. 8.3) 右 方 第 二 项 则 为 
Ton TF 
因此 , 式 (2. 8.3) 化 为 


dG _d< = 
PT=2T+ Fr, 2.8.4 
dt wy 和 ( ) 


式 (2. 8.4) 的 时 间 平 均等 于 该 式 各 项 对 4 从 0 到 7 积分 再 除 以 + 后 所 得 的 值 , 即 
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11rdc， dc 5% 这 
全 F,: 
EE Te 2 A 


7+ SF r= LI) - 6(0)] (2.8.5) 


如 为 周期 运动 , 且 取 r 为 一 周期 , 则 式 (2. 8. 5 ) 的 右 方 为 零 . 即使 运动 不 是 周期 
性 的 ,但 只 要 所 有 质点 的 坐标 和 动量 都 保持 为 有 限 值 , 则 6 有 一 最 高 限 . 故 如 取 
7 足够 长 , 则 式 (2. 8. 5 ) 右 方 可 变 为 任意 小 ,上 述 结论 依然 正确 . 在 此 两 种 情况 


下 ,我们 有 
Sa 1 be) 
T= Pr (2. 8.6) 


去 器 叫 做 均 位 力 积 ,简称 位 力 , 曾 用 名 维 里 故 式 (2.8. 6) 叫做 位 力 定理 


( 曾 用 名 维 里 定理 ). 位 力 定理 告诉 我 们 :在 很 长 时 间 间 隔 内 ,质点 组 的 动能 对 时 
间 的 平均 值 取 负 号 等 于 作用 在 此 质点 组 上 力 的 位 力 . 

从 式 (2. 8.6) 可 以 看 出 ,位 力 定理 具有 统计 性 质 , 故 在 分 子 运动 论 中 非常 有 
用 . 例如 ,加 上 某 些 统计 假设 ,用 它 来 证 明理 想 气体 的 玻 意 耳 定律 甚 为 简单 . 但 用 
它 来 计算 非 理想 气体 的 物 态 方程 则 较 繁 难 , 因 F,; 中 不 仅 包含 保持 气体 在 容器 内 
的 约束 力 , 还 包含 分 子 间 相互 作用 的 力 . 

如 果 F, 为 非 摩擦 力 F' 及 正比 于 速度 的 摩擦 力 f, 两 项 所 组 成 , 则 位 力 只 依 
赖 于 ,而 了 对 它 无 贡献 . 因为 只 要 有 摩擦 力 存在 , 则 运动 必 将 衰减 ,而 当 7 趋 
于 无 限时 ,所 有 的 时 间 平 均值 均等 于 零 . 位 力 定理 此 时 则 给 出 0=0 的 恒等式 . 

如 为 保守 力 系 , 则 


EE 1 贷 
T= 也 SVD (2.8.7) 


式 中 V 为 质点 组 的 势能 ,而 
aa ai 
Ves a tay ter 


单个 质点 受 有 心力 作用 而 运动 时 , 式 (2. 8.7) 简 化 为 
T= (2.8.8) 


如 了 为 > 的 寡 函 数 , 则 亚 及 了 均 为 的 守 函 数 , 即 


V=ar 
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于 是 
nt Dy 


而 (2. 8. 8) 式 变 为 
T= +1)Y 


对 平方 反比 引力 来 讲 ,n=-2, 位 力 定理 给 出 
T=-37 (2.8.9) 


对 于 人 造 地 球 卫星 来 讲 , 雪 道 可 看 成 是 半径 等 于 的 加 周 . 这 时 T= 卫 moi， 


， 
v= 由 式 (1.9.33) 知 T= 因 了 和 VV 均 不 随时 间 变 , 故 无 需求 平均 ,位 


力 定理 显然 正确 . 对 行星 绕 太 阳 的 运动 问题 来 讲 ,轨道 一 般 是 椭圆 ,所 以 要 求 平 
均值 ,问题 比较 复杂 . 关于 这 一 问题 的 验证 ,将 作为 习题 ,请 读者 自行 解 算 (参看 
习题 2.19). 


小 结 


1. 质点 组 

1. 质点 组 是 由 许多 相互 联系 着 的 质点 所 组 成 的 系统 

2. 内 力 和 外 力 

a 质点 组 中 质点 间 相 互 作用 的 力 叫 内 力 . 

b. 其 他 物体 对 质点 组 内 质点 的 作用 力 叫 外 力 . 

%% 质点 组 中 任何 两 个 质点 间 相 互 作用 的 内 力 满足 牛顿 第 三 定律 . 故 对 整个 质点 组 来 讲 ， 
内 力 的 总 和 为 零 , 即 


rh 
3, 质心 一 一 质点 组 的 全 部 质量 可 认为 集中 在 某 一 点 上 ,这 点 叫 质点 组 的 质心 (刚体 也 是 
这 样 ). 其 直角 坐标 为 
Si 
DE 
对 质量 连续 分 布 的 系统 来 讲 ,上 式 中 的 求 和 应 改 为 积分 . 
了. 动量 定理 与 动量 守恒 定律 


上 质点 组 动量 对 时 间 的 微 商 等 于 作用 在 质点 组 上 诸 外 力 的 矢量 和 ,这 关系 叫 质点 组 的 
动量 定理 , 即 


类 
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间 汪 pte 
里 = Em) = EM 
2. 质心 运动 定理 一 质点 组 质心 的 运动 ,就 好 像 一 个 质点 的 运动 一 样 ,此 质点 的 质量 ， 
等 于 质点 组 的 质量 ,而 作用 在 此 质点 上 的 力 , 等 于 作用 在 质点 组 上 所 有 诸 外 力 的 矢量 和 , 即 


3. 动量 守 便 定律 一 一 质点 组 不 受 外 力作 用 而 运动 或 虽 受 外 力作 用 ,但 外 力 矢量 和 等 于 
零 时 , 它 的 动量 为 一 常 矢量 . 即 


如 半 FIW = 0, 则 p = mv。 = 常 矢量 


亚 ， 动量 矩 定理 与 动量 矩 守 恒定 律 

1. 质点 组 对 惯性 系 中 任 一 固定 点 0 的 动量 答对 时 间 的 微 商 ,等 于 质点 组 所 有 的 外 力 对 
此 同一 点 的 力矩 的 矢量 和 ,这 关系 叫 质点 组 的 动量 矩 定理 , 即 
并 = (En x mv,) = Pp xFi” =M 
对 质心 来 讲 ,动量 矩 定理 的 表达 式 与 对 固定 点 的 一 样 . 

2， 动 量 矩 守 便 定律 一 一 质点 组 如 不 受 外 力作 用 ,或 旬 受 外 力作 用 ,但 对 某 定点 的 力矩 的 
矢量 和 为 零 , 则 对 此 定点 而 言 ,动量 矩 为 一 常 矢量 , 即 如 M=0, 则 J 为 一 常 矢 量 . 

RN. 动能 定理 与 机 械 能 守恒 定律 

1， 质 点 组 动能 的 微分 等 于 诸 外 力 及 诸 内 力 所 作 元 功 之 和 ,这 关系 叫 质点 组 的 动能 定理 ， 
即 

d7 = a me = Er ,dr + Ee ‘dr, 


2. 柯 尼 希 定理 一 “质点 组 中 各 质点 的 动能 为 质点 组 全 部 质量 集中 在 质心 并 随 质 心平 动 

的 动能 及 各 质点 对 质心 运动 时 动能 之 和 , 即 
T= me + 译 mi 

3. 机 械 能 守恒 定律 一 “如 内 力 及 外 力 都 是 保守 力 , 则 质点 组 的 机 械 能 守恒 , 即 T+V=E， 

V .两 体 问题 

1. 两 物体 相互 在 引力 作用 下 运动 时 ,每 -物体 绕 两 者 的 质心 作 圆锥 曲线 运动 ,而 此 质心 
则 作 惯性 运动 、 

2. 把 一 物体 看 成 不 动 ,而 把 另 一 物体 看 成 绕 它 作 贺 锥 曲线 运动 时 ,可 在 利用 动力 学 方程 
时 视 后 者 的 质量 减 小 到 4, 且 让 = 小 + 六 洲 叫 折合 质量 . 


re 
3， 开 普 勒 第 三 定律 的 修正 


YL. 质心 坐标 系 与 实验 室 坐标 系 
1 质心 坐标 系 一 一 以 质心 为 原点 的 坐标 系 ,在 此 坐标 系 中 可 观测 散射 ( 碰撞 ) 之 类 问题 ， 
常 为 理论 工作 者 所 采用 . 
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2. 实验 室 坐标 系 一 一 以 实验 室 作为 参考 系 的 坐标 系 , 常 为 实验 工作 者 所 采用 . 

3. 在 两 种 坐标 系 中 ,散射 角 不 相同 . 前 者 为 9. ,而 后 者 为 9.. 在 两 质点 的 质量 相等 的 情形 
下 ,6c=26,. 但 如 被 散射 的 质点 的 质量 很 小 , 即 m, <<m, , 则 bc = 9. 

人 出， 变质 量 物体 的 运动 

1. 变质 量 物体 的 运动 方程 


_d dm 
a P= (mo) -Pu 


b, 如 4=0, 则 P= 二 (mv) 


ec 如 =v, 则 =m 


dt 
2. 火箭 


a PF=0,o=mtonz 
m 
b， 直线 律 /= -ets -ttmtt (1-at)In( 1-at) +at] 


指数 律 /=e™,s=s0+wot+ 名 


d 受 重力 作用 屋 直 向 上 发 射 , 合 外 力 P=-mg, 的 表示 式 中 增加 ( -6t) 项 ,: 表示 式 中 增 
加 ( -去 ee] 项 

。 增加 s 较 增加 燃料 有 效 . 

岗位 力 定理 


在 很 长 时 间 间 隔 内 ,质点 组 的 动能 对 时 间 的 平均 值 取 负 号 等 于 作用 在 此 质点 组 上 力 的 位 
力 , 即 


和 i 
7s- 也 Sr 


补充 例题 


2.1 正 圆锥 体 底 边 半径 为 a, 今 用 一 通过 其 轴 的 平面 ,将 其 等 分 
为 二 , 则 任 一 半 的 质心 和 轴 的 距离 为 全 , 试 证 明之 ,假定 正 圆锥 体 的 


密度 是 常数 . 
[ 解 ] 设 圆锥 体 的 密度 为 p, 高 为 六 取 一 薄片 ,半径 为 *, 厚 为 
dy, 则 


mF) 


式 中 7 为 半圆 片 离 顶点 0( 坐标 原点 ) 的 距离 . 由 习题 2. 1 ,可 知 半圆 ”补充 例题 2.1 题 图 
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片 的 质心 离 轴 的 距离 为 也 a 留 给 读者 自 证 ). 又 由 相似 三 角形 , 知 


2 (1) 
故 Y= 一 2 dy = 二 de (2) 
< Ah 
i 3 2 | bene ee a 
JJ 二 red [ Enea We 


2.2 钉 锤 的 质量 为 MM, 从 高 为 h 处 落 至 一 质量 为 m 的 铁 钉 的 顶 上 ,将 其 打 和 地 中 的 深 
度 为 *, 试 求 地 对 钉 的 平均 阻力 ,假定 铁 钉 没有 弹性 . 
[ 解 ] 设 锤 击 钉 的 速度 为 4, 则 由 机 械 能 守恒 定律 , 知 
u = 2gh (1) 
又 设 刚 撞击 后 锤 与 钉 共同 前 进 时 的 速度 为 v, 则 因 这 时 尚 无 外 力作 用 (重力 较 撞击 力 小 得 很 
多 ,可 以 略 去 ) , 故 由 动量 守恒 定律 ,得 
Mu = (M+m)v (2) 
如 地 对 钉 的 平均 阻力 为 下, 则 因 撞 击 作用 停止 后 ,作用 在 此 系统 上 的 外 力 ,一 为 重力 (M+ 
mm)g, 作 正 功 ;一 为 阻力 下, 作 负 功 , 故 由 动能 定理 ,又 得 


0 -HM tm = [M+ me -pF]s (3) 
由 (1) (2) .(3) 得 
F= tmet 各 Ot me + +m) 全 
= rmg+T 人 -tmetri et (4) 


2.3 有 三 个 完全 弹性 的 小 球 ,质量 分 别 为 m 、m, 及 m, ,静止 于 一 直线 上 . 今 于 第 一 球 上 
加 上 vw 的 速度 ,其 方向 沿 此 直线 . 设 m, .ms 及 vw, 为 已 知 , 求 第 二 球 的 质量 m 应 为 何 值 ,才能 
使 第 三 球 于 碰撞 后 所 得 的 速度 最 大 ? 

[ 解 ] 设 第 二 球 碰 后 以 速度 v 前 进 , 第 一 球 以 速度 %， 回 跃 , 则 由 动量 守恒 定律 ,我们 
有 

mv = mv + map (1) 


又 由 关于 弹性 碰撞 的 牛顿 定律 ,得 


本 (2) 
把 (2) 式 代 人 (1) 式 ,得 mi = mi(z mi) + ma 
,mv 
即 Re (3) 


同 理 , 如 第 三 球 于 磁 后 以 速度 v， 前 进 , 则 仿 (3) 式 知 


2mv’ qm map 


的 二 (4) 


mm tm CC + my) 
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而 
+ 
dr Cm + ma) (ms + mm) 
mm 一 吗 
AL Le ria EE 
(Cm + m)i(m, + mas) 
do 
令 也 -=0, 得 
ma 
i 
由 此 得 站 = Vmms (5) 
故 如 ma = Mmm 


则 第 三 球 碰撞 后 所 得 的 速度 最 大 . 


思 考题 
2.1 一 均匀 物体 假如 由 几 个 有 规则 的 物体 并 合 (或 挖 去 ) 而 成 ,你 觉得 怎样 来 求 它 的 质 
心 ? 
2.2 一 均匀 物体 如 果 有 三 个 对 称 面 ,并 且 此 三 对 称 面 交 于 一 点 , 则 此 质点 即 均匀 物体 的 
质心 ,何故 ? 


2.3 在 质点 组 动力 学 中 ,能 否 计算 每 一 质点 的 运动 情况 ? 假如 质点 组 不 受 外 力作 用 ,每 
一 质点 是 否 都 将 静止 不 动 或 作 匀 速 直线 运动 ? 

2.4 两 球 相 磁 撞 时 ,如 果 把 此 两 球 当 作 质 点 组 看 待 ,作用 的 外 力 为 何 ? 其 动量 的 变化 如 
何 ? 如 仅 考虑 任意 一 球 , 则 又 如 何 ? 

2.5 水 面 上 浮 着 一 只 小 船 . 船上 一 人 如 果 向 船尾 走 去 , 则 船 将 向 前 移动 . 这 是 不 是 与 质 
心 运动 定 理 相 矛 盾 ? 试 解释 之 . 

2.6 为 什么 在 碰撞 过 程 中 ,动量 守重 而 能 量 不 一 定 守重 ? 所 损失 的 能 量 到 什么 地 方 去 
了 ? 又 在 什么 情况 下 能 量 也 守恒 ? 

2.7 选用 质心 坐标 系 ,在 动量 定理 中 是 否 需 要 计 人 惯性 力 ? 

2.8 轮船 以 速度 站 行驶 . 一 人 在 船上 将 一 质量 为 m 的 铁 球 以 速度 v 向 船 首 抛 去 . 有 人 认 
为 :这 时 人 作 的 功 为 


二 my+o -my = Dm + moy 


2 
你 觉得 这 种 看 法 对 吗 ? 如 不 正确 , 错 在 什么 地 方 ? 
2.9 秋千 何以 能 越 功 越 高 ? 这 时 能 量 的 增长 是 从 哪里 来 的 ? 
2.10 在 火箭 里 的 燃料 全 部 烧 完 后 ,8 2.7(2) 节 中 的 诸 公式 是 否 还 能 应 用 ? 为 什么 ? 
2.11 多 级 火箭 和 单 级 火箭 比 起 来 ,有 哪些 优越 的 地 方 ? 
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习 题 


2.1 求 均匀 户 形 薄片 的 质心 ,此 户 形 的 半径 为 a, 所 对 的 图 心 角 为 29. 并 证 半圆 片 的 质 
心 离 图 心 的 距离 为 全 <。 


答 : x。= 子 a 98( 到 对 称 轴 为 < 轴 ) 


2.2 如 自 半 径 为 a 的 球 上 ,用 一 与 球 心 相 距 为 上 的 平面 , 切 出 一 球形 帽 , 求 此 球形 帽 的 
质心 . 
3 (a+b)’ 
答 : z= 2040 


2.3 重 为 W 的 人 , 手 里 拿 着 一 个 重 为 w 的 物体 . 此 人 用 与 地 平 线 成 a 角 的 速度 v 向 前 
跳 去 . 当 他 达到 最 高 点 时 ,将 物体 以 相对 速度 u 水 平 向 后 抛 出 . 问 由 于 物体 的 抛 出 , 跳 的 距离 
增加 了 多 少 ? 


答 : 增加 了 Tj 7 
2.4 质量 为 m, 的 质点 , 沿 倾角 为 6 的 光滑 直角 劈 滑 下 , 劈 的 本 身 , 质 量 为 m; ,又 可 在 光 
滑 水 平面 上 自由 滑动 . 试 求 : 
(1) 质点 水 平方 向 的 加 速度 *，; 


(2) 劈 的 加 速度 za; 
(3) 辟 对 质点 的 反作用 力 R,; 
(4) 水 平面 对 劈 的 反作用 力 R,. 


7p( 离 球 心 ) 


uaosina 


,。 masingecosg .. misingcosg 

管 : a 

m2 tm sin ma+msin’ 8 
R20 Re, -maCmitma) 


+misinzg " ? m,+m,sin’g 
2.5 半径 为 a, 质 量 为 m 的 薄 圆 片 , 绕 垂直 于 圆 片 并 通过 圆心 的 竖 直 轴 以 匀 角 速 w 转 
动 , 求 绕 此 轴 的 动量 算 . 


答 : [=m 
2.6 一 炮弹 的 质量 为 m,+m, ,射出 时 的 水 平 及 竖 直 分 速度 为 及 v. 当 炮 弹 达 到 最 高 点 


时 ,其 内 部 的 炸药 产生 能 量 E, 使 此 炸弹 分 为 m, 及 m, 两 部 分 . 在 开始 时 ,两 者 仍 沿 原 方向 飞 
行 , 试 求 它们 落地 时 相隔 的 距离 ,不 计 空气 阻力 . 
答 : 


本 
& a 
2,7 质量 为 M, 半 径 为 a 的 光滑 半球 ,其 底面 放 在 光滑 的 水 平面 上 . 有 一 质量 为 m 的 质 


点 沿 此 半球 面 滑 下 . 设 质点 的 初 位 置 与 球 心 的 连 线 和 紧 直 方向 上 的 直线 间 所 成 之 角 为 a, 并 
且 起 始 时 此 系统 是 静止 的 , 求 此 质点 滑 到 它 与 球 心 的 连 线 和 竖 直 向 上 直线 间 所 成 之 角 为 8 时 
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2.8 一 光滑 球 A 与 另 一 静止 的 光滑 球 B 发 生 斜 磁 . 如 两 者 均 为 完全 弹性 体 , 且 两 球 的 
质量 相等 , 则 两 球 碰撞 后 的 速度 互相 垂直 , 试 证 明之 . 

2.9 一 光滑 小 球 与 男 一 相同 的 静止 小 球 相 碰撞 . 在 碰 擅 前 ,第 一 小 球 运动 的 方向 与 碰撞 
时 两 球 的 连 心 线 成 a 角 . 求 碰撞 后 第 一 小 球 偏 过 的 角度 B 以 及 在 各 种 a 值 下 B 角 的 最 大 值 . 
设 恢复 系数 。 为 已 知 . 

] Be aresin( 3 


2.10 质量 为 m, 的 光滑 球 用 一 不 可 伸 长 的 强 系 于 固定 点 4. 另 一 质量 为 m, 的 球 以 与 绳 
成 6 角 的 速度 v 与 m: 正 碰 . 试 求 m, 及 m; 碰 后 开始 运动 的 速度 大 小 v; 及 vw， 设 恢复 系数 


e 为 已 知 . 
m, sin’ 0—em, 


答 : v= 


(1+e) tgo 
1-e+2tg?a 


答 : B=arctan 


EC 
ma+tmisin’0 


, _m(l+e)sing 
v= 


! 
matmisin’O 


2.11 在 光滑 的 水 平 桌面 上 ,有 质量 各 为 m 的 两 个 质点 ， 
用 一 不 可 伸 长 的 强 紧 直 相 连 , 强 长 为 a. 设 其 中 一 质点 受到 一 
个 为 绳 正 交 的 冲 量 ! 的 作用 ,求证 此 后 两 质点 将 各 作 圆 滚 线 


运动 , 且 其 能 量 之 比 为 bza) =1, 式 中 4 为 冲力 作用 的 时 


a : 
间 . 第 2. 10 题 图 

2.12 质量 为 m, 的 球 以 速度 w 与 质量 为 m, 的 静止 球 正 碰 . 求 碰撞 后 两 球 相 对 于 质心 
的 速度 内 入 是 多 少 ? 碰 挤 前 两 球 相对 于 质心 的 动能 是 多 少 ? 恢复 系数 。 为 已 知 . 


2 ma 
式 中 几 及 V, 是 两 球 碰撞 前 相对 于 质心 的 速度 . 

2.13 长 为 ! 的 均匀 细 链 条 伸 直 地 平 放 在 水 平 光 滑 桌 面 上 ,其 方向 与 桌 边 缘 垂直 ,此 时 
链条 的 一 半 从 桌 边 下 垂 . 起 始 时 ,整个 链条 是 静止 的 . 试用 两 种 不 同 的 方法 , 求 此 链条 的 末端 
滑 到 桌子 的 边缘 时 ,链条 的 速度 ~ 


答 : v= 让 V381 


2.14 一 条 柔软 .无 弹性 、 质 量 均匀 的 强 案 , 坚 直 地 自 高 处 下 落 至 地 板 上 . 如 绳索 的 长 度 
等 于 4, 每 单位 长 度 的 质量 等 于 o. 求 当 绳索 剩 在 空中 的 长 度 等 于 *(x<1) 时 ,绳索 的 速度 及 它 
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对 地 板 的 压力 . 设 开始 时 ,绳索 的 速度 为 零 , 它 的 下 端 离 地 板 的 高 度 为 刀 
答 : v=2g(h+l-x);F=o[2h+3(1-x)]g 
2.15 机 枪 质量 为 W, 放 在 水 平地 面 上 , 装 有 质量 为 M' 的 子弹 . 机 枪 在 单位 时 间 内 射出 
子弹 的 质量 为 严 ,其 相对 于 地 面 的 速度 则 为 u. 如 机 枪 与 地 面 的 摩擦 因数 为 人 , 试 证 当 MM' 全 部 
射出 后 ,机枪 后 退 的 速度 为 
M’” (M+M’)’:-M 
有 2mM ed 
2.16 雨滴 下 落 时 ,其 质量 的 增加 率 与 雨滴 的 表面 积 成 正比 例 , 求 雨滴 速度 与 时 间 的 关 
系 . 
三 
a [om cm 
式 中 为 在 单位 时 间 内 雨滴 半径 的 增 量 ,a 为 :=0 时 雨滴 的 半径 . 
2.17 设 用 某 种 液体 燃料 发 动 的 火箭 ,喷气 速度 为 2074 m/s, 单 位 时 间 内 所 消耗 的 燃料 
为 原始 火 第 总 质量 的 而 如 重力 加 速度 g 的 值 可 以 认为 是 常数 , 则 利用 此 种 火箭 发 射 人 造 太 
阳 行 星 时 ,所 携带 的 燃料 的 质量 至 少 是 空 火箭 质量 的 300 倍 , 试 证 明之 . 
2.18 原始 总 质量 为 m。 的 火箭 ,发 射 时 单位 时 间 内 消耗 的 燃料 与 me 成 正比 , 即 amo(a 


为 比例 常数 ) ,并 以 相对 速度 。 喷 射 - 已 知 火 箭 本 身 的 质量 为 m, 求 证 只 有 当 av>g 时 ,火箭 才 
能 上 升 ;并 证 明 能 达到 的 最 大 速度 为 


mo_ g/m 
dn < 人 <) 
能 达到 的 最 大 高 度 为 
m, 多 mm 
羡 (mo + 六 -mo 
2.19 试 以 行星 绕 太 阳 的 运动 为 例 ,验证 位 力 定理 . 计算 时 可 利用 $1.9 中 所 有 的 关系 
和 公式 , 即 认为 太阳 是 固定 不 动 的 . 
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$3.1 刚体 运动 的 分 析 


(1) 描述 刚体 位 置 的 独立 变量 


在 $1.1 中 ,我 们 就 曾 讲 过 :一 切 物体 都 可 以 看 作 是 由 许多 质点 集合 而 成 
的 . 在 第 二 章 中 ,我 们 已 经 研究 了 有 关 质点 组 (质点 的 集合 体 ) 的 几 个 基本 定理 
和 守恒 定律 ,利用 这 些 关系 ,我 们 一 般 只 能 获知 有 关 质点 组 运动 的 总 趋向 ( 例如 
质心 的 运动 ) 和 某 些 特征 . 如 果 要 了 解 质点 组 中 任 一 质点 究竟 将 如 何 运 动 ,常常 
是 比较 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 . 

在 本 章 中 ,我 们 将 研究 一 种 特殊 质点 组 的 运动 问题 . 这 种 特殊 的 质点 组 具有 
这 样 的 性 质 ,就 是 在 它 里 面 任何 两 个 质点 间 的 距离 ,不 因 力 的 作用 而 发 生 改 变 . 
这 种 特殊 的 质点 组 叫做 刚体 . 刚体 和 质点 一 样 , 也 是 一 种 抽象 ,是 一 种 理想 化 的 
模型 , 在 所 研究 的 问题 中 ,只 有 当 物 体 的 大 小 和 形状 的 变化 可 以 忽略 不 计时 , 才 
可 以 把 它 当 作 刚 体 看 待 . 

理论 力学 的 任务 是 研究 宏观 物体 的 机 械 运动 规律 ,所 以 在 大 多 数 问题 中 ,是 
要 确定 物体 在 外 力作 用 下 , 它 的 位 置 如 何 随时 间 发 生变 化 , 亦 即 确定 它 的 运动 规 
律 . 我 们 知道 :质点 是 被 抽象 为 没有 大 小 的 几何 点 (但 有 一 定 的 质量 ). 因此 ,要 
确定 质点 在 空间 的 位 置 , 需 要 三 个 独立 的 变量 ,例如 x,y,z; 或 7,0,9. 

现在 要 问 :确定 刚体 在 空间 的 位 置 , 需 要 几 个 独立 变量 ? 

一 个 质点 既然 要 三 个 独立 变量 来 确定 它 的 位 置 , 那 么 由 nn 个 (n 是 一 个 很 大 
很 大 的 数目 ) 质 点 所 组 成 的 刚体 ,似乎 应 当 要 有 3n 个 独立 变量 才能 确定 它 在 空 
间 的 位 置 . 其 实 不 然 . 刚体 虽然 是 由 个 质点 组 成 ,但 因 任意 两 点 间 的 距离 保持 
不 变 , 所 以 只 要 确定 了 刚体 内 不 在 一 直线 上 三 点 的 位 置 ,刚体 的 位 置 就 能 确定 . 
这 是 因为 如 果 固 定 了 刚体 中 两 点 的 位 置 , 刚 体 还 可 绕 着 连接 这 两 点 的 直线 转动 ; 
如 果 再 在 刚体 中 把 不 和 这 条 直线 共 线 的 另 一 点 的 位 置 男 定 ,那么 刚体 就 不 能 作 
任何 运动 了 . 

每 一 质点 既然 要 三 个 独立 变量 来 确定 它 的 位 置 ,而 确定 刚体 的 位 置 需要 确 
定 刚体 内 不 共 线 的 三 点 0.4、B8( 图 3.1.1) 的 位 置 ,因此 ,确定 刚体 的 位 置 需要 九 
个 变量 . 但 因 三 点 间 三 个 距离 04,0B 和 4B 是 常数 ,所 以 实际 上 只 要 用 六 个 独 
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立 变 量 就 可 以 确定 刚体 的 位 置 . 

如 果 我 们 选用 刚体 内 不 共 线 三 点 的 坐标 来 确定 
刚体 的 位 置 , 那 么 ,由 于 这 些 坐 标 不 能 独立 变化 ,而 要 
服从 三 个 条 件 的 限制 ,因此 很 不 方便 . 我 们 也 可 在 刚 
体内 选取 一 点 0, 然 后 通过 0 点 选取 任 一 直线 作为 转 
动 轴 ( 因为 刚体 的 机 械 运动 可 认为 是 平 动 与 转动 的 组 
合 ,参看 下 一 段 ) ,那么 ,要 确定 0 点 的 位 置 ,要 用 三 个 
独立 变量 ,要 确定 轴线 在 空间 的 取向 ,要 用 三 个 变量 
( 即 这 轴线 的 方向 余弦 ) ,而 要 确定 刚体 绕 这 轴线 转 了 
多 少 角度 ,又 要 用 一 个 变量 . 在 这 七 个 变量 中 ,三 个 方向 余弦 是 不 互相 独立 的 
(它们 的 平方 和 等 于 1) ,所 以 虽 较 上 述 方法 为 优 ,但 仍然 不 是 很 理想 的 . 

1776 年 , 欧 拉 建 议 可 用 两 个 独立 的 角度 来 确定 转动 轴线 在 空间 的 取向 ,如 
果 连 同 刚体 绕 这 轴线 所 转动 的 角度 一 起 计算 ,就 是 三 个 独立 的 角度 了 . 由 于 这 些 
角度 都 能 独立 变化 ,所 以 这 方法 被 人 们 广泛 地 应 用 来 研究 刚体 的 运动 ,我 们 在 
8$3.3 里 将 详细 说 明 三 个 角度 是 怎样 选取 的 . 


(2) 刚体 运动 的 分 类 


上 面 已 经 讲 到 :刚体 要 六 个 独立 变量 来 确定 它 在 空间 的 位 置 , 所 以 其 最 一 般 
的 运动 ,是 具有 六 个 独立 变量 的 平 动 与 转动 的 组 合 . 但 在 某 些 条 件 的 限制 下 ( 通 
常 叫 约束 ) ,刚体 可 以 作 少 于 六 个 独立 变量 的 其 他 形式 的 运动 , 兹 分 述 如 下 : 

I. 平 动 ” 刚体 运动 时 ,如 果 在 各 个 时 刻 , 刚 体 中 任意 一 条 直线 始终 彼此 平 
行 ,那么 这 种 运动 叫做 平 动 . 此 时 刚体 中 所 有 的 质点 都 有 相同 的 速度 和 加 速度 ， 
任何 一 个 质点 的 运动 都 可 代表 全 体 , 与 质点 的 情况 没有 什么 区 别 ,只 要 研究 质心 
的 运动 就 可 以 了 . 因此 ,刚体 作 平 动 时 的 独立 变量 为 三 个 . 

了. 定 轴 转动 ”如 果 刚 体 运 动 时 ,其 中 有 两 个 质点 始终 不 动 , 那 么 因为 两 点 
可 以 决定 一 条 直线 ,所 以 这 条 直线 上 的 诸 点 都 固定 不 动 ,整个 刚体 就 绕 着 这 条 直 
线 转动 . 这 条 直线 叫 转 动 轴 , 而 这 种 运动 则 叫 绕 固定 轴 的 转动 或 简称 定 轴 转 动 . 
我 们 只 要 知道 刚体 绕 这 条 轴线 转 了 多 少 角度 ,就 能 确定 刚体 的 位 置 . 因此 ,刚体 
作 定 轴 转 动 时 只 有 一 个 独立 变量 . 

弄 . 平面 平行 运动 ”刚体 运动 时 ,刚体 中 任意 一 点 如 果 始 终 在 平行 于 某 一 
固定 平面 的 平面 内 运动 , 则 叫 平面 平行 运动 . 根据 分 析 可 知 ,这 时 的 运动 可 分 解 
为 某 一 平面 内 任意 一 点 的 平 动 ( 两 个 独立 变量 ) 及 绕 通过 此 点 且 垂 直 于 固定 平 
面 的 固定 轴 的 转动 (一 个 独立 变量 ) ,所 以 刚体 作 平面 平行 运动 时 只 有 三 个 独立 
变量 (参看 $3.7). 

了 定点 转动 ”如果 刚 体 运 动 时 ,只 有 一 点 固定 不 动 ,整个 刚体 围绕 着 通过 


图 3.1.1 
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这 点 的 某 一 瞬时 轴线 转动 , 则 叫 定点 转动 . 此 时 转动 轴 并 不 固定 于 空间 ( 因 只 通 
过 一 个 定点 ) ,与 定 轴 转 动 时 的 情形 不 同 . 我 们 要 用 两 个 独立 变量 才能 确定 这 条 
轴线 在 空间 的 取向 ,再 用 一 个 变量 确定 刚体 绕 这 轴线 转 了 多 少 角度 ,所 以 刚体 作 
定点 转动 时 也 只 有 三 个 独立 变量 . 

V. 一 般 运动 ”刚体 不 受 任何 约束 ,可 以 在 空间 任意 运动 ,但 可 分 解 为 质心 
的 平 动 (三 个 独立 变量 ) 与 绕 通过 质心 的 某 直线 的 定点 转动 (三 个 独立 变量 ). 因 
此 ,刚体 作 一 般 运 动 时 有 六 个 独立 变量 . 

平 动 与 定 轴 转 动 ,在 普通 物理 中 已 经 讲 过 ,我 们 将 不 作 过 多 的 重复 . 一 般 运 
动 又 过 于 复杂 ,因此 本 章 的 重点 ,将 放 在 平面 平行 运动 与 定点 转动 上 面 . 


$3.2 角速度 矢量 


(1) 有 限 转动 与 无 限 小 转动 


在 普通 物理 学 中 处 理 刚体 绕 固定 轴 转 动 这 类 问题 时 ,曾经 直接 把 角速度 w 
作为 一 个 矢量 . 实际 上 ,这 样 处 理 在 逻辑 上 是 不 够 严格 的 ,但 因 在 定 轴 转 动 ( 平 
面 平 行 运动 也 是 这 样 ) 中 ,角速度 方向 不 变 , 所 以 它 是 不 是 矢量 关系 不 大 ,只 要 
把 它 看 成 是 由 一 个 有 方向 的 直线 来 代表 的 量 就 行 了 . 

在 定 轴 转 动 中 ,通常 是 在 转动 轴 上 截取 一 个 有 方向 的 线段 ( 按 右手 螺旋 法 
则 ) 来 代表 角速度 . 但 当 刚 体 绕 固定 点 转动 时 ,转动 轴 方向 随时 改变 ,因而 角 速 
度 的 方向 也 随时 改变 ,所 以 必须 首先 证 明 角 速度 是 一 个 矢量 . 

我 们 知道 :有 量 值 有 方向 的 量 还 不 一 定 是 矢量 . 如 果 它 是 矢量 ,还 必须 遵守 
平行 四 边 形 加 法 所 应 该 遵守 的 对 易 律 . 即 如 4 和 B 是 两 个 矢量 , 则 应 有 

A+B=B+A C1 

有 限 转动 就 不 是 一 个 矢量 ,因为 它 不 遵守 上 述 的 对 易 律 ,这 可 用 一 个 实例 来 
加 以 说 明 . 在 图 3. 2. 1 及 3. 2. 2 中 画 出 了 两 个 长 方形 砖 块 . 如 果 我 们 把 砖 甲 先 绕 
z 轴 转 90° ,然后 再 绕 y 轴 转 90°, 则 得 图 3. 2. 1(e) 所 示 位 形 ;如 把 砖 乙 先 绕 y 轴 
转 90° 再 绕 z 轴 转 90" , 则 得 图 3. 2. 2(e) 所 示 的 位 形 . 这 两 个 位 形 近 然 不 同 , 故 知 
对 易 律 在 这 时 不 能 成 立 . 

如 果 是 无 限 小 转动 ,情形 就 中 有 限 转动 有 所 不 同 . 设 刚体 绕 通过 定点 0 的 
某 轴线 转动 了 一 微小 角度 A9, 则 因 Ab 也 应 是 一 有 方向 的 量 , 故 可 在 转动 轴 上 截 
取 一 有 方向 的 线段 Am 来 代表 Ab 的 量 值 和 方向 , 故 |Amr| =Ab, 其 指向 则 由 右手 
螺旋 法 则 决定 ,如 图 3. 2. 3 所 示 . 我 们 通常 把 An 叫做 角 位 移 . 

如 果 为 刚体 内 任 一 质点 已 在 转动 前 的 位 矢 ,r+Ar 为 转动 后 P 点 (现在 是 
已 点 ) 的 位 矢 ,因为 Ar 是 无 限 小 量 , 故 Ar 必 与 包含 r 及 An 的 平面 垂直 ,并 且 
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(a) 原来 位 形 了) 绕 = 轴 转 90 呈 。”(c) 再 绕 } 轴 转 90" 后 


图 3.2.1 


(a) 原来 位 形 (人 b) 绕 y 轴 转 90? 后 (c) 再 绕 z 轴 转 90" 后 


图 3.2.2 

|Ar| = PMH .Ab 
但 

PM = rsing 
式 中 vo 是 r 和 An 之 间 的 夹 角 . 因此 

| Ar| = rAbsinp (3.2.2) 
或 larl= |r| ”1An| sinp 
即 Ar=Anxr (3.2.3) 


我 们 现在 还 只 把 Am 当 作 一 个 有 方向 的 量 来 看 待 ,如 
果 它 是 矢量 , 那 它 还 必须 遵守 矢量 加 法 的 对 易 律 . 现在 来 
看 两 个 微小 转动 (都 是 绕 通 过 0 点 的 轴线 转 的 ) Am 及 An” 
的 合成 是 不 是 遵守 对 易 律 ? 

如 果 刚 体 先后 绕 通过 0 点 的 轴线 作 了 两 次 微小 的 转动 An 及 An', 则 当 P 
的 位 矢 分 别 为 [根据 式 (3. 2.3)] 

(a) 转动 前 : 7 

(b) 转动 An 后 : r+Anxr 

(ec) 再 转动 An' 后 : r+Anxr+An’x(r+Anxr) 
如 果 略 去 二 阶 微量 , 则 得 合成 线 位 移 为 

An xr+An’xr=Art+Ar’ 

如 果 对 易 转动 次 序 , 则 得 合成 线 位移 为 


An’xr+Anxr=Ar +Ar 


图 3.2.3 
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我 们 已 知 线 位 移 是 可 以 对 易 的 , 故 得 
Ar+Ar =Ar' +Ar 
即 
Anxr+An’xr=An’xrt+Anxr 
即 
(An+An’) xr=(An’ +An) xr 
因 对 任意 ", 此 矢 积 式 恒 成 立 , 故 
Am + AP' = AP + AP (3.2.4) 
所 以 微小 转动 的 合成 也 是 可 以 对 易 的 . 既然 微小 转动 的 合成 ,遵从 平行 四 边 形 加 
法 的 对 易 律 ,所 以 证 明了 角 位 移 An 是 一 个 矢量 . 


(2) 角速度 矢量 


上 面 所 讲 的 An 是 在 At 时 间 内 刚体 绕 0 点 所 转动 的 微小 角度 , 它 的 量 值 等 

于 A9, 方 向 沿 转动 轴 . 如 果 我 们 用 A: 来 除 An ,并 令 A: 趋 于 零 , 则 有 
mA = 一 = 中 (3.2.5) 

矢量 w 就 是 刚体 在 瞬时 1: 绕 0 点 转动 的 角速度 ,因为 An 是 矢量 ,所 以 w 当然 也 是 
矢量 ,今后 我 们 可 以 用 矢量 运算 法 则 来 处 理 它 . 

和 定 轴 转 动 的 情形 不 同 转动 时 的 转动 轴 , 虽 然 恒通 过 定点 0, 但 却 随 
着 时 间 而 改变 它 在 空间 的 取向 , 故 某 一 时 刻 的 转轴 ,叫做 该 时 刻 的 转动 瞬 轴 . 角 
违 度 矢量 就 沿 着 该 时 刻 的 转动 朋 轴 ,而 其 量 什 则 为 9 

由 式 (3.2.3) ,我 们 可 得 刚体 内 一 点 的 线 速度 "与 角速度 w 之 间 的 关系 . 因 


=wxr | (3.2.6) 


角速度 w 为 整个 刚体 所 公有 ,但 > 则 只 是 刚体 内 某 一 点 的 线 速度 ( 因 与 位 矢 
有 关 ) ,此 点 我 们 应 注意 分 清 . 下 面 我 们 还 要 详细 论述 这 个 问题 . 


$3.3 欧 拉 角 


(1) 欧 拉 角 
当 刚体 作 定 点 转动 时 ,我们 可 选 这 个 定点 作为 坐标 系 的 原点 ,而 用 三 个 独立 
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的 角度 来 确定 转动 轴 在 空间 的 取向 和 刚体 绕 该 轴线 所 转 过 的 角度 . 这 三 个 能 够 
独立 变化 的 角度 叫做 欧 拉 角 - 

现在 来 说 明 这 三 个 能 独立 变化 的 欧 拉 角 是 如 何 选取 的 ? 

取 两 组 右手 正 交 坐标 系 ,它们 的 原点 都 在 定点 0 上 . 一 组 坐标 系 0-éme 固 
定 在 空间 不 动 ,而 另 一 组 坐标 系 0-xyz 则 固定 在 刚体 上 , 随 着 刚体 一 起 转动 . 并 
设 z 轴 就 是 上 述 动 坐标 系 中 的 瞬时 转动 轴 . 

在 图 3.3.1 中 ,é0n 平面 和 x0y 平 面 的 交 线 ON 叫 
做 节 线 . ON 和 0é 间 的 夹 角 wp 是 一 个 欧 拉 角 ,通常 我 
们 把 它 叫 做 进 动 角 . ON 和 Ox 间 的 夹 角 峭 是 另 一 个 欧 
拉 角 ,通常 叫做 自转 角 . 而 05 和 0z 间 的 夹 角 9 是 第 三 
个 欧 拉 角 ,通常 叫做 章 动 角 . 这 些 角度 的 含义 ,是 从 陀 
螺 的 转动 中 得 来 的 ,参看 $ 3. 9. 

从 图 3. 3. 1 中 可 以 看 出 : z 轴 和 ON 垂直 , 故 z 轴 
的 位 置 与 OV 有 关 , 因 此 z 轴 的 位 置 要 用 9 与 p 两 个 角度 来 确定 . 至 于 小 , 则 为 绕 
z 轴 所 转动 的 角度 . 由 此 可 知 , 利 用 欧 拉 角 (9.p\ 少 ) 可 以 确定 0-xyz 相对 于 0- 
ém 的 位 置 . 但 因 0-xyz 是 和 刚体 固 连 在 一 起 的 ,因而 也 就 确定 了 刚体 的 位 置 . 

现在 我 们 假定 0-xyz 原来 是 和 0-éme 重合 在 一 起 的 . 令 0-xyz 绕 着 ¢ 轴 沿 
逆 时 针 方 向 (下 同 ) 转 过 一 个 角度 ,于 是 * 轴 和 专 轴 分 开 ,y 轴 和 刀 轴 分 开 , 而 
且 Ox 轴 转 到 0x"( 即 ON) 的 位 置 ,0y 转 到 Oy' 的 位 置 ,但 z 轴 和 * 轴 仍 然 重合 在 
一 起 ,如 图 3. 3.2 所 示 . 令 活动 坐标 系 绕 着 ON 转动 一 个 角度 8( 见 图 3.3.3) ,于 
是 z 轴 和 《 轴 分 开 , 活 动 坐标 系 三 个 轴 现在 是 x'、y" 和 z. 这 时 z 轴 和 《 轴 之 间 的 
夹 角 是 9,x'0y" 平 面 和 £0” 平面 间 的 夹 角 也 是 9, 如 图 3. 3. 3 所 示 . 最 后 , 令 活 动 
坐标 系 绕 着 z 轴 转 动 一 个 角度 光 , 这 时 Ox' 与 ON 分 开 , 并 转 到 图 3. 3. 1 所 示 的 
Ox 的 位 置 ,ON 和 Ox 间 的 夹 角 是 y; 同 理 ,0y" 转 到 图 3. 3. 1 所 示 的 0y 的 位 置 ， 
0y" 和 0y 间 的 夹 角 也 是 少 这 时 ,活动 坐标 系 0~xyz 已 经 转 到 我 们 所 需要 的 位 
置 了 . 


图 3.3.1 
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由 图 3. 3. 1 可 以 看 出 :在 下 列 范围 内 改变 9、p、w 的 数值 ,可 得 刚体 可 能 具 
有 的 各 种 位 置 : 
0<bg<T，0<p<2r，0< 少 和 2T (3.3.1) 
(2) 欧 拉 运动 学 方程 


如 果 刚 体 绕 着 通过 定点 0 的 某 一 轴线 以 角速度 w 转动 ,而 w 在 活动 坐标 系 
0-xyz 上 的 投影 是 w,,w, 和 w,, 则 
w=w.itw,j+w.k (3.3.2) 
式 中 ij,k 是 沿 x,y,z 轴 的 单位 矢量 . 
另 一 方面 ,根据 上 面 的 描述 ,我 们 也 可 以 认为 w 是 绕 0¢ 轴 的 角速度 9 、 绕 
ON 轴 的 角速度 6 及 绕 0z 轴 的 角速度 沙 三 者 的 矢量 和 . 少 既然 是 沿 着 = 轴 , 所 


以 在 * 轴 和 y 轴 上 没有 分 量 . 6 沿 着 ON 轴 (图 
3.3.4) ,而 ON 和 z 轴 垂直 ,所 以 它 在 z 轴 没有 分 量 ， 


而 在 x 轴 上 的 分 量 是 6 cosy ,在 y 轴 上 的 分 量 则 是 


-bsiny. 9 是 沿 着 : 轴 的 (可 参见 图 3.3. 1) ,首先 我 们 
把 它 分 解 到 0z 和 0y" 上 (因为 05 ,0z 及 0y" 三 者 在 同 


一 平面 内 ,并 且 0z 及 0y" 互 相 垂 直 ) ,9 在 0: 上 的 分 贡 3 

量 是 peosg, 而 在 0y" 上 的 分 量 是 psing. 最 后 ,再 把 

0y" 上 的 psinb 分 解 到 Ox 和 0y 上 .因此 ,9 在 Ox 轴 上 的 分 量 是 9 singsiny ,而 
在 0y 轴 上 的 分 量 是 p singcosy- 


集合 6 ,9 ,由 在 *,y,z 轴 上 的 各 个 分 量 ,并 和 式 (3. 3.2) 相 比较 ,我 们 就 得 
出 用 欧 拉 角 及 其 对 时 间 的 微 商 来 表示 角速度 沿 活动 坐标 轴 x,y,z 三 个 分 量 的 表 
达 式 : 


aw,= psingsiny + Ocosyy 
w,= psingcosy - Osiny ek 


| ,= pcosb az 履 
由 上 式 可 以 看 出 : 如 果 9,p,y 和 时 间 4 的 关系 为 已 知 , 则 可 用 上 式 计算 角 
速度 w 在 活动 坐标 轴 x,y,z 上 的 三 个 分 量 ; 反 之 ,如 在 任 一 时 刻 1,w 的 各 分 量 为 
已 知 ,我们 也 可 利用 上 式 求 出 9,p, 沙 和 时 间 : 的 关系 ,因而 也 就 决定 了 刚体 的 运 
动 . 在 刚体 运动 学 中 ,前 者 是 主要 的 课题 . 
我 们 通常 把 式 (3. 3.3) 叫 做 欧 拉 运 动 学 方程 . 
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$3.4 刚体 运动 方程 与 平衡 方程 


(1) 力 系 的 简化 


作用 在 刚体 上 的 力 ,数目 可 能 很 多 ,分 布 的 情况 也 是 各 式 各 样 . 因此 ,在 研究 
刚体 的 运动 或 平衡 时 , 常 需 对 这 些 力 进行 简化 . 本 节 将 首先 对 作用 在 刚体 上 的 力 
系 的 一 般 简化 方程 进行 介绍 . 

我 们 知道 ; 刚体 在 作用 线 相同 、 量 值 相 同 、 但 方向 相反 的 两 个 外 力作 用 之 
下 , 仍 呈 平衡 状态 ,其 运动 状态 不 会 发 生 任何 改变 . 故 如 一 力作 用 在 刚体 上 的 
4 点 ,而 的 作用 线 是 4B, 则 在 8 点 上 可 引入 两 个 互相 抵消 的 力 及 -F. 既然 
4.8 是 在 同一 个 刚体 上 ,所 以 作用 在 刚体 8 点 上 的 为-F, 可 与 作用 在 刚体 4 点 
上 的 力 F 抵消 (图 3.4.1). 这 就 是 说 ,作用 在 刚体 4 点 上 的 力 F, 和 作用 在 刚体 
8 点 上 的 力 下 效果 一 样 . 亦 即 作用 在 刚体 上 的 力 所 产 生 的 力学 效果 ,全 靠 力 的 量 
值 与 作用 线 的 地 位 与 方向 ,而 与 力 的 作用 点 在 作用 线 上 的 地 位 无 关 ,这 关系 叫 力 
的 可 传 性 原理 . 因此 ,在 刚体 力学 中 , 力 被 称 为 滑 移 矢 量 , 即 力 可 沿 它 的 作用 线 向 


前 或 向 后 移动 而 其 作用 效果 不 变 . 
Ea 


(a) (b) 


图 3.4.1 图 3.4.2 


作用 在 刚体 上 的 力 昌 可 沿 作用 线 滑 移 , 但 作用 线 的 位 置 却 不 能 随意 移动 . 图 
3.4.2(a) 中 的 力 F( 通 过 质心 ) 可 使 刚体 沿 光滑 平面 平 动 ;而 图 3. 4. 2(b) 中 的 
力 下 (不 通过 质心 ) 则 可 能 使 刚体 倾倒 . 故 当 力 的 作用 线 位 置 迁 移 后 ,力学 的 效 
果 亦 随 之 而 变 . 

两 个 共 点 力 的 合成 ,可 用 平行 四 边 形 定律 . 至 于 共 面 的 任意 两 非 平行 力 , 则 
可 应 用 力 的 可 传 性 原理 ,将 其 汇 交 于 一 点 ,再 用 平行 四 边 形 定律 求 和 . 妮 转 应 用 
此 法 , 即 可 求 出 任意 数目 的 共 面 力 的 合力 . 

平行 力 的 求 和 ,不 能 应 用 平行 四 边 形 定律 ,因为 没有 公共 交点 . 但 平行 力 合 
力 的 量 值 与 方向 很 容易 决定 ( 由 代数 和 即 能 确定 ) ,而 合力 的 作用 线 , 则 可 用 力 
矩 关 系 确定 , 即 合力 对 垂直 于 诸 力 的 某 轴线 的 力矩 应 与 诸 分 力 对 同一 轴线 力 抵 
的 代数 和 相等 。 
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如 两 平行 力 F,=-F, =F, 但 不 作用 在 同一 直线 上 ,如 图 3.4.3 所 示 , 则 叫 力 
偶 . 此 时 F,+F, 的 量 值 为 零 ,但 对 任 一 点 的 合力 矩 则 不 为 零 . 在 图 3.4.3 中 ,P 为 
力 偶 面 (已 、F, 所 在 的 面 ) 内 任意 的 一 点 , 则 F, 及 F, 对 任意 点 P 的 总 力矩 量 值 
为 

F,* PO,- F,.PO,=F.0,0, 

010,; 为 组 成 此 力 偶 两 平行 力 间 的 垂直 距离 . 故 力 偶 的 任 一 力 和 两 力作 用 线 间 垂 
直 距 离 的 乘积 ,等 于 两 力 对 垂直 于 力 偶 面 的 任意 轴线 的 力矩 的 代数 和 . 我 们 称 两 
力 问 的 垂直 距离 为 力 偶 臂 ,而 称 力 和 力 偶 臂 的 乘积 为 力 偶 矩 . 力 偶 矩 是 力 偶 唯 一 
的 力学 效果 ,也 是 一 个 矢量 ,通常 用 垂直 于 力 偶 面 的 任 一 直线 来 表示 ,其 方向 则 
用 右 螺旋 法 则 定之 ,如 图 3. 4. 4 所 示 . 由 此 可 以 看 出 : 力 偶 矩 为 一 自由 矢量 ,可 
作用 于 力 偶 面 上 的 任 一 点 ,与 滑 移 矢量 (不 能 改变 作用 线 ) 不 同 . 


图 3.4.3 图 3.4.4 


上 述 力 偶 矩 M 也 可 写 为 
M=rxF 


式 中 =AB, 是 F, 的 作用 点 8 对 F, 的 作用 点 4 的 位 矢 . 

空间 共 点 力 系 与 平行 力 系 的 求 和 方法 ,与 共 面 力 系 相同 . 不 过 ,在 对 空间 力 
系 求 和 时 ,有 时 会 遇 到 这 样 一 种 很 麻烦 的 情况 :它们 中 任何 两 个 力 都 既 不 平行 又 
不 能 汇 交 于 一 点 ,如 图 3.4.5 所 示 . 十 分 显然 ,上 面 所 讲 的 求 和 方法 ,对 这 样 的 力 
系 都 不 能 适用 . 

事实 上 ,即使 不 是 这 样 的 力 系 , 我 们 也 常常 要 把 空间 力 系 中 所 有 的 力 都 迁移 
到 任 一 指定 点 (例如 质心 ) 上 去 ,因此 有 必要 研究 力 的 作用 线 如 何 迁 移 的 问题 . 

设 F' 为 作用 在 刚体 4 点 上 的 一 个 力 ,P 为 空间 任意 一 点 ,但 不 在 F' 的 作用 
线 上 (图 3.4.6). 在 P 点 ,添上 两 个 与 F' 的 作用 线 平行 的 力 F, 及 F,, 旦 

P+F=0 二 本 二 下 

则 F' 及 F, 可 组 成 一 力 偶 , 而 F, 则 作用 在 P 点 上 ,其 量 值 和 方向 均 与 相同 . 故 
力 F' 可 化 为 过 P 点 的 力 F, 和 FF' 及 F, 所 组 成 的 一 个 力 偶 ,其 力 偶 矩 为 rxF'; 后 


$3.4 刚体 运动 方程 与 平衡 方程 125 


者 即 力 F' 对 P 点 的 力矩 , 因 7 是 4 对 P 的 位 矢 ,作用 在 其 他 点 上 的 一 些 力 ,也 可 
用 同样 方法 ,化 为 经 过 P 点 的 一 个 力 和 一 个 力 偶 . 对 作用 在 P 点 上 的 诸 力 ,可 求 
出 一 合力 ,而 对 诸 力 偶 亦 可 用 矢量 求 和 的 方法 , 求 出 一 合力 偶 , 其 力 偶 矩 为 M， 
等 于 那些 力 在 原来 位 置 时 对 P 点 力矩 的 矢量 和 . 故 任意 力 系 总 可 简化 为 通过 某 
指定 点 P 的 一 个 单 力 F 及 一 力 偶 矩 为 M 的 力 偶 . 它们 是 两 个 相互 独立 的 元 素 ， 
我 们 把 PP 点 叫做 简化 中 心 , 把 力 的 矢量 和 F 叫做 主 矢 , 而 把 力 偶 矩 M 的 矢量 和 
叫做 对 简化 中 心 的 主 和 矩 . 


图 3.4.5 图 3.4.6 


既然 点 是 完全 任意 的 ,所 以 我 们 可 以 根据 问题 的 需要 , 取 空 间 任何 一 点 
作为 简化 中 心 . 在 刚体 力学 中 ,我 们 常 取 质 心 C 为 简化 中 心 . 因此 外 力 的 主 矢 FF 
使 刚体 的 质心 的 平 动 运动 状态 发 生变 化 ,可 以 证 明 ,外 力 对 质心 C 的 主 矩 M 则 
使 刚体 绕 通 过 质心 C 的 轴线 的 转动 状态 发 生变 化 . 


(2) 刚体 运动 微分 方程 


我 们 已 经 研究 了 质点 组 的 运动 ,现在 让 我 们 进一步 来 研究 刚体 的 运动 ,固体 
具有 刚性 (两 点 间 位 置 不 变 ) 及 可 变形 性 (两 点 间 相 对 位 置 可 变 或 称 塑性 ) 这 两 
种 互相 矛盾 的 性 质 . 在 刚体 力学 中 ,我 们 认为 固体 是 刚性 的 ,不 考虑 其 可 变形 性 ， 
从 而 使 我 们 研究 的 问题 大 大 简化 . 系统 的 独立 变量 由 3n 个 变 为 6 个 ,内 力 所 作 
元 功 之 和 为 零 以 及 力 的 可 传 性 原理 等 都 是 从 刚性 这 一 概念 推断 出 来 的 . 

刚体 可 以 看 作 是 包含 ”个 质点 的 质点 组 ,而 根据 本 节 (1) 中 的 讨论 , 知 作用 
在 刚体 上 的 力 系 ,可 以 简化 为 通过 质心 的 一 个 单 力 严 及 一 力 偶 矩 为 M 的 力 偶 . 
故 利用 第 二 章 中 的 质心 运动 定理 和 相对 于 质心 的 动量 和 矩 定理 ,就 可 写 出 刚体 运 
动 的 微分 方程 . 

如 果 以 六 代表 刚体 中 任 一 质点 P; 对 静止 坐标 系 $ 原点 0 的 位 矢 ,re 为 质 
心 C 对 0 的 位 矢 , 而 r 则 为 已 对 质心 C 的 位 矢 , 动 坐标 系 $' 随 质心 作 平 动 ,其 
原点 与 质心 C 重合 . 而 由 $ 2. 2 中 的 式 (2. 2.9) ,得 刚体 质心 C 的 运动 方程 为 


一 一 一 一 一 一 一 
mie= 》 到 (9 = 至 (3.4.1) 


式 中 m 为 刚体 的 总 质量 , * 。 为 质心 的 加 速度 ,而 则 为 作用 在 刚体 上 的 外 力 
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矢量 和 即 主 矢 . 如 果 用 分 量 来 表示 , 则 为 
me=F, 


me=F, | (3.4.2) 


| m ze=F, 
另外 ,根据 式 (2. 3. 10) ,刚体 在 动 坐标 系 S' 中 的 相对 运动 对 质心 C 的 总 动 
量 矩 J 对 时 间 的 微 商 是 


——=M’ (3.4.3) 


式 中 M' 为 诸 外 力 对 质心 C 的 力矩 的 矢量 和 , 即 诸 外 力 对 质心 C 的 主 矩 
M'= Sr Fl 
写成 分 量 形式 , 则 为 


(3.4.4) 


对 固定 坐标 系 中 的 定点 0 而 言 ,上 式 仍 属 有 效 , 只 需 将 J' 改 J( 对 定点 0 的 


总 动量 矩 ) ,M' 改 M[ 诸 外 力 对 定点 0 的 主 矩 M = 2 rixF4"] 即 可 ,也 就 是 式 
(2.3.4). 

由 (3.4.1) 及 (3.4.3) 两 式 ,可 得 下 述 定理 : 

假如 一 自由 刚体 ,在 一 外 力 系 FI”,F;”,… ,F;” 的 作用 下 在 空间 运动 , 则 : 

(a) 它 的 质量 中 心 好 像 一 具有 质量 m 的 质点 ,而 所 有 的 外 力也 作用 在 此 质 
点 上 , 且 此 时 动量 对 时 间 的 微 商 , 等 于 诸 外 力 的 矢量 和 . 

(b) 刚体 在 相对 于 随 质心 平 动 的 动 坐标 系 的 运动 中 ,对 质心 C 的 动量 矩 对 
时 间 的 微 商 ,等 于 诸 外 力 对 C 的 力矩 的 矢量 和 . 当 转动 对 于 固定 坐标 系 的 某 定 
点 0 而 言 时 ,也 得 到 类 似 结果 . 

刚体 有 六 个 独立 变量 , 故 (3.4.2) 及 (3.4.4) 两 组 方程 式 是 讨论 刚体 运动 的 
基本 微分 方程 ,利用 它们 ,可 以 恰好 确定 刚体 的 运动 情况 . 此 外 ,我 们 也 可 以 应 用 
动能 定理 ,作为 一 个 辅助 方程 ,来 代替 (3. 4.2) 及 (3.4.4) 六 个 分 量 形式 方程 中 
的 任意 一 个 . 但 注意 这 时 刚体 内 力 所 作 元 功 之 和 为 零 , 故 刚体 动能 的 微分 ,等 于 
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刚体 在 运动 过 程 中 诸 外 力 所 作 的 元 功 之 和 , 即 


(3.4.5) 


如 为 保守 力 系 , 则 得 能 量 积分 为 
T+V=E (3.4.6) 


(3) 刚体 平衡 方程 


作用 在 刚体 上 的 力 系 , 总 可 化 为 经 过 质心 的 一 个 单 力 及 一 力 偶 , 而 由 刚体 运 
动 微分 方程 (3.4. 1) 及 (3.4.3) 知 ,前 者 将 决定 刚体 的 质心 如 何平 动 而 后 者 则 决 
定 刚体 相对 于 质心 如 何 转动 . 刚体 平衡 时 ,必须 满足 下 列 平衡 方程 ; 


| (3.4.7) 
M=0 
即 诸 外 力 的 矢量 和 为 零 和 诸 外 力 对 任意 一 点 力矩 的 矢量 和 亦 为 零 . 

因为 F=F,i+F,j+F,k 
故 (3.4.8) 
又 M=M,i+M,j+M,k 
故 M,=0, M,=0, M.=0 (3.4.9) 


即 刚体 平衡 时 , 诸 外 力 在 每 一 坐标 轴 上 投影 之 和 为 零 , 诸 外 力 对 每 一 坐标 轴 的 力 
矩 之 和 亦 为 零 . 

刚体 具有 六 个 独立 变量 , 故 (3.4.8) 及 (3.4.9) 中 的 六 个 分 量 方程 恰好 可 以 
规定 刚体 在 一 外 力 系 作用 下 平衡 时 的 位 形 . 

如 为 共 面 力 系 , 且 设 诸 力 均 位 于 xy 平面 内 , 则 平衡 方程 简化 为 


| F.=0, F,=0, M.,=0 | (3.4.10) 
因为 此 时 诸 外 力 的 z 分 量 均等 于 零 , 故 F, 必 便 等于零. 而 诸 外 力 因 均 位 于 xy 平 
面 内 , 故 或 者 与 * 轴 及 y 轴 相 交 ,或 者 与 之 平行 , 因 之 M, 与 M, 亦 必 恒 等 于 零 . 

共 面 力 系 的 平衡 条 件 ,也 可 换 成 下 述 的 说 法 : 

若 一 刚体 在 共 面 力 系 作用 下 处 于 平衡 状态 , 则 此 力 系 对 任何 三 个 不 共 线 的 
点 的 主 矩 应 分 别 等 于 零 . 

与 空间 力 系 不 同 , 共 面 力 系 可 化 为 一 力 或 一 力 偶 ,这 在 前 面 已 经 讲 过 . 如 对 
任 一 点 的 力矩 为 零 , 则 力 系 就 不 可 能 简化 成 一 个 力 偶 ; 如 对 三 不 共 线 的 点 的 力矩 
均等 于 零 , 则 力 系 又 不 可 能 化 为 一 个 单 力 (对 任何 两 点 的 力矩 等 于 零 是 可 以 的 ， 
因为 这 两 点 可 能 恰好 在 该 力 的 作用 线 上 ) ,因此 刚体 只 能 平衡 . 
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如 为 共 面 共 点 力 系 , 则 式 (3.4. 10) 中 的 最 后 一 式 便 等 于 零 ,无 需 考 虑 . 如 为 
共 面 平行 力 系 , 且 诸 力 均 与 y 轴 平 行 , 则 式 (3. 4. 10) 的 第 一 式 恒 等 于 零 ,无 需 
考虑 . 

如 刚体 仅 受 三 非 平行 力 的 作用 而 平衡 , 则 此 三 力 必 交 于 一 点 ,否则 就 不 能 满 
足 力矩 平衡 方程 . 

[ 例 ] 如 图 3.4.7, 一 根 均匀 的 棍子 , 重 为 
已 ,长 为 21 今 将 其 一 端 置 于 粗糙 地 面 上 ,又 以 其 上 
的 C 点 靠 在 墙 上 , 墙 离 地 面 的 高 度 为 六. 当 棍子 与 
地 面 的 角度 p 为 最 小 值 po 时 ,棍子 在 上 述 位 置 仍 
处 于 平衡 状态 , 求 衫 与 地 面 的 摩擦 因数 由 

[ 解 ] 作用 在 棍子 上 的 外 力 , 有 : 

《1) 重力 P, 作 用 在 棍子 的 中 点 ; 

(2) C 点 上 的 反作用 力 N, ,与 棍子 垂直 ; 

(3) 4 点 上 的 竖 直 反作用 力 N, 及 水 平反 作用 
力 ( 即 摩擦 力 )f, 如 图 3.4.7 所 示 . 图 3.4.7 

取 棍 子 所 在 的 平面 为 xy 平面 , 则 本 题 是 一 共 面 力 系 的 平衡 问题 . 故 利用 式 (3.4. 10) ,我 
们 有 


F,=0, Neos(90° -go)-/=0 (1) 


F, =0, Nsin(90° - po) +N, -P=0 (2) 
对 4 而 言 M, = 0, Plcoasp。- N, 让 20 (G3) 
由 (3) 式 N, = Psinpocospo (4) 
由 (1) 式 /f= Nsingo = Psin?gocospo (5) 
由 (2) 式 N =P-Neosp。= 尸 - Pisingocos’ po (6) 


这 就 是 我 们 所 要 求 的 关系 . 
8$3.5 转动 惯量 


(1) 刚体 的 动量 矩 


在 质点 动力 学 和 质点 组 动力 学 中 ,我们 都 曾 遇 到 动量 矩 定 理 ,并 把 它 作为 三 
大 基本 定理 之 一 . 在 刚体 动力 学 中 ,大量 篇 幅 是 研究 刚体 的 转动 问题 . 因此 ,就 经 
常 要 用 到 动量 矩 定理 . 
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在 还 没有 研究 动量 矩 定理 在 刚体 动力 学 中 的 作用 以 前 ,让 我 们 先 来 研究 一 
下 ,在 转动 问题 中 ,动量 矩 的 表达 式 是 怎样 的 ? 

假设 刚体 在 某 一 时 刻 以 角速度 wm 作 定 点 转动 ,如 图 3. 5. 1 所 示 . 在 它 里 面 ， 
取 任 一 质点 Pi, 它 的 质量 是 m,, 速 度 为 w( 未 画 出 ). 如 P; 对 定点 0 的 位 矢 是 六， 
则 此 质点 对 定点 0 的 动量 矩 为 

Ti Xx mv 

而 整个 刚体 对 0 的 动量 矩 为 刚体 中 各 质点 对 同一 点 

0 的 动量 矩 的 矢量 和 : 


Ea T(r x mo) (3.5.1) 
因为 ii 
故 1= Tmln x (wxn)] 
| 图 3.5.1 
即 | 7 Smter -re | 03.5.2) 


式 (3.5.2) 告 诉 我 们 ,动量 矩 / 一 般 并 不 与 角速度 w 共 线 . 在 平 动 中 ,动量 
忆 与 线 速 度 "总 是 共 线 的 . 在 定点 转动 中 ,只 在 惯量 主轴 上 ,J 才 与 w 共 线 [ 参 看 
本 节 中 的 (4) 及 (5) ]. 
现在 来 求 在 一 般 情 况 下 动量 矩 的 分 量 表达 式 . 把 动量 矩 矢量 / 和 角速度 
矢量 w 都 分 为 沿 三 正 交 坐 标 轴 *,y,z( 原点 在 0) 上 的 分 量 , 则 因 
ri=xd+yj+zk 
w=w,i+tw,j+w,k 


故 得 J 在 x 方向 的 分 量 J 为 


J.= Dm[o,(xt + y+) -x(wx + wy + wz1)] 
Es . , (3.5.3) 
=@ my tH) -ojy > miy: -os > mrss 


同 理 


= 0 my + 有 (了 + 姑 ) -wm 
名 | | (3.5.4) 


Oe 
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人 = > m(yita) 


及 5 
Is=1,= 》 mi yz 
名 
fi 
> mi Xi YY， | 
各 


(3 


(3.5.6) 


美 于 4 ,1 和 7/ 以 及 1,,、1s 和 7, 的 物理 意义 ,我 们 下 面 还 要 作 进 一 步 的 讨论 . 
利用 式 (3.5.5) 与 式 (3.5.6) 所 引入 的 符号 ,(3.5.3) 和 (3.5.4) 两 式 可 简 


写 为 


= 1,0, -hw, 


J,=-1,0.+),0, -1,.0, 


J =I, tI, 


(2) 刚体 的 转动 动能 
现在 来 求 刚体 对 定点 0 的 转动 动能 ,由 图 3.5.1 知 
T= = Em “v, = Tm, “(wxr,) 
= by x mm) = 于 w :7 
= 于 (osi+ oj + ok) «(J i+ i +/k) 


把 式 (3. 5.7) 中 的 J,,J, 和 J, 的 表达 式 代 入 上 式 , 就 得 到 


T= (oth, #1, 0: -21, ww 


-21. @.0,-21,, osoy) 


(3.5.7) 


(3:,5.8) 
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(3) 转动 惯量 
刚体 的 转动 动能 也 可 写 为 
T= 二 > mi(wxr) (wxr.) 


= 去 > mi wirisin’0, 
(3.5.9) 
2 
1 


= 二 人 


式 中 6, 为 P, 的 位 矢 六 与 角速度 矢量 w 之 间 的 夹 角 ,p; 为 自 P, 至 转动 瞬 轴 ( 即 
矢量 w 的 作用 线 ) 的 垂直 距离 (参看 图 3. 5. 1) ,而 1 称 为 刚体 绕 转动 瞬 轴 的 转动 
惯量 . 


在 研究 刚体 转动 时 , 恒 有 py mi p? 这 一 表达 式 出 现 , 式 中 m, 是 刚体 上 某 一 


质点 已 的 质量 ,pi 为 忆 至 转动 瞬 轴 的 垂直 距离 ,而 求 和 则 遍及 整个 刚体 . 这 个 
表达 式 代表 一 个 新 的 物理 量 ,是 转动 时 物体 的 一 个 属性 ,代表 物体 在 转动 时 惯性 
的 量度 ,和平 动 时 的 质量 m 相当 . 转动 惯量 的 表达 式 中 包含 距离 (或 坐标 ) 的 二 
次 方 ,而 质心 的 表达 式 中 , 则 包含 距离 (或 坐标 ) 的 一 次 方 ,所 以 计算 时 有 很 多 相 
似 之 处 . 对 质量 均匀 分 布 或 按 一 定 规律 分 布 ,上 且 形状 规则 的 刚体 ,转动 惯量 的 求 
法 也 和 质心 的 求法 一 样 ,把 求 和 改 为 定 积分 . 对 质量 分 布 不 均匀 或 形状 不 规则 的 
刚体 ,两 者 都 只 能 通过 实验 求 出 . 
虽然 转动 惯量 和 质心 在 计算 上 有 相似 之 处 ,但 物理 实质 则 过 然 不 同 . 在 平 动 
中 ,质量 m 可 认为 是 集中 在 物体 的 质心 上 . 而 在 转动 中 ,转动 惯量 反映 物体 转动 
时 惯性 的 大 小 . 但 是 ,我 们 也 可 认为 ,刚体 按 一 定 规律 分 布 的 质量 ,在 转动 中 等 效 
于 集中 在 某 一 点 上 的 一 个 质点 的 质量 ,此 点 离 某 轴 线 的 垂直 距离 为 上 ,刚体 对 该 
轴线 的 转动 惯量 与 该 等 效 质点 对 此 同一 轴线 的 转动 惯量 相等 , 即 
了 = mm 村 (3.5.10) 


或 二 (3.5.11) 


m 
式 中 的 大 叫做 刚体 对 该 轴线 的 回转 半径 . 回转 半径 虽 为 一 等 效 的 量 ,但 在 计算 中 
常 被 采用 以 简化 问题 ,因为 这 样 一 来 ,质量 m 在 算式 中 就 可 被 约 去 . 

物体 的 转动 惯量 ,一 方面 决定 于 物体 的 形状 (或 质量 分 布 的 情况 ) , 另 一 方 
面 又 决定 于 转动 轴 的 位 置 , 即 对 之 求 转动 惯量 的 那 条 轴线 的 位 置 . 所 以 转动 轴 不 


=Lo 5 mp 
1 
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同 , 即 使 是 同一 物体 ,转动 惯量 也 不 同 . 但 是 对 两 条 平行 轴 而 言 , 如 果 其 中 有 一 条 
通过 物体 的 质心 ,那么 物体 对 某 一 轴线 的 转动 惯量 ,等 于 对 通过 质心 的 平行 轴 的 
转动 惯量 ,加 上 物体 的 质量 与 两 轴 间 垂直 距离 平方 的 乘积 , 即 

7 = 1 +md’ (3.5.12) 
式 中 7 是 对 某 轴线 的 转动 惯量 ,1 为 对 通过 质心 并 与 上 述 轴线 平行 的 轴线 的 转 
动 惯量 ,4 为 两 平行 轴线 间 的 垂直 距离 . 这 个 关系 ,叫做 平行 轴 定理 . 利用 这 个 定 
理 , 计 算 工作 可 以 大 为 简化 . 关于 这 个 定理 的 证 明 , 可 参看 普通 物理 中 的 有 关 
章节 . 


(4) 惯量 张 量 和 惯量 椭 球 


对 质量 均匀 分 布 (或 按 一 定 规律 分 布 ) , 且 形 状 规则 的 刚体 ,我 们 可 把 (3. 5. 
5) 和 (3. 5. 6) 两 式 改写 为 定 积分 形式 (一 般 是 重 积分 ) , 即 


人 = 2)dm 


1,= (2+) dm (3.5.13) 


1. = er ) dm 


a 下 


凡 = 人 = | = dm (3.5.14) 


1,=1,.= [> dm 


式 (3.5.13) 中 的 (7+z) (z+x*) 和 (x*+y ) 是 质点 P 离 < 轴 \y 轴 和 z 轴 的 垂直 
距离 的 平方 (图 3.5.2). 故 了 1, 和 了 就 叫做 刚 
体 对 * 轴 \y 轴 和 z 轴 的 轴 转 动 惯量 ,至 于 /1 和 
1, 则 因 含 有 两 个 坐标 的 相 乘 项 ,所 以 叫做 惯量 积 . 

通过 空间 某 一 点 0 ,我 们 可 以 作出 无 数 轴线 ， 
根据 上 面 的 讨论 , 知 同一 物体 绕 不 同 的 轴线 转动 
时 ,转动 惯量 也 将 不 同 . 这 样 ,对 通过 0 点 的 许多 
轴线 ,如果 需 要 知道 绕 这 些 轴线 的 转动 惯量 ,就 
得 计算 好 多 次 是 不 是 也 有 类 似 如 平行 轴 定理 那 
样 的 简单 公式 呢 ? 我 们 说 : 这 个 公式 也 是 存在 
的 ,我们 现在 就 来 推导 这 个 公式 . 

结合 (3.5.8) 和 (3. 5.9) 两 式 ,并 因 
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os =awo，ow=Bo，w:=yo 
故 得 
=1,a +1,B +l,y -21.By -2 ya-2l,o8 (3.5.15) 
式 中 a,B,y 为 任 一 转动 瞬 轴 相对 于 坐标 轴 的 方向 余弦 . 故 只 要 一 次 算出 三 个 轴 
转动 惯量 和 三 个 惯性 积 , 则 通过 0 点 的 任 一 轴线 的 转动 惯量 就 可 由 式 (3. 5. 15) 
算出 ,只 要 把 该 轴线 的 方向 余弦 代入 式 (3. 5. 15) 即 可 
三 个 轴 转 动 惯量 和 六 个 惯性 积 (由 于 对 称 关系 ,实际 上 也 只 有 三 个 是 互相 
独立 的 ) 作 为 统一 的 一 个 物理 量 ,来 代表 刚体 转动 时 惯性 的 量度 ,可 以 排 成 下 列 
矩阵 的 形式 : 


1 
-1» I = (3.5.16) 
-I -Ll -lL 


并 且 把 它 叫做 对 0 点 而 言 的 惯量 张 量 , 而 这 一 惯性 和 矩阵 的 每 个 元 素 ( 轴 转动 惯 
量 和 惯量 积 ) 则 叫做 惯量 张 量 的 组 元 ,也 叫 惯量 系数 . 
利用 矩阵 乘法 , 亦 可 得 出 式 (3. 5. 15) , 因 


I, -Il, -ls /a /al B-lsy 
-ls l,l/\Y -av Btlsy 


而 


1 -人 -TVra 
(ep "| 7 | 
Fl, dN 


= 0 +1, PB + ly - 2),.By -21.7a - 21, op 
= 了 在 
利用 式 (3. 5. 16) ,我 们 还 可 把 式 (3. 5. 7) 写 为 


J ls =l, -fo 
人 | = 区 Ds ||:w; (3.5.18) 
J -Lb A 


由 于 惯量 系数 都 是 点 坐标 的 函数 ,所 以 如 果 取 用 静止 的 坐标 系 , 那 么 刚体 转 
动 时 ,惯量 系数 亦 将 随 之 而 变 ,这 显然 是 很 不 方便 的 . 因此 ,通常 都 选取 固 连 在 刚 
体 上 ,并 随 着 刚体 一 同 转动 的 动 坐标 系 ,这 样 ,惯量 系数 都 将 是 常数 . 

动 坐标 系 的 原点 和 坐标 轴 只 需 固定 在 刚体 上 即 可 ,坐标 轴 的 取向 则 完全 可 
以 任意 选取 . 因此 ,我 们 可 以 利用 这 一 性 质 ,来 同时 消去 转动 惯量 中 惯量 积 ,以 使 
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问题 更 为 简化 . 

为 了 消去 惯量 积 , 一 般 是 采用 下 面 所 介绍 的 方法 . 如 果 我 们 在 转动 轴 上 , 截 
取 一 线段 00, 并 且 使 00= 方 =， 7 为 刚体 绕 该 轴 的 转动 惯量 , 则 @ 点 的 坐标 为 

x=Ra，7y=R，z=Ry 
因为 通过 0 点 有 很 多 转轴 ,按照 上 面 所 讲 的 方法 ,就 应 有 很 多 的 8 点 ,这 些 点 的 
轨迹 方程 为 [利用 R*1=1 及 式 (3. 5. 15)] 
Lax +1 + -21,7z - 2l,zx - 21,xy =1 (3.5.19) 

这 是 中 心 在 0 点 的 二 次 曲面 方程 ,一 般 来 讲 , 它 是 一 闭合 曲面 ,因为 了 不 等 于 零 
(1=0 时 ,R 将 趋 于 无 限 大 ). 故 式 (3.5. 19) 代 表 一 个 中 心 在 0 点 的 椭 球 ,通常 叫 
做 惯量 椭 球 . 如 果 0 为 刚体 的 质心 (或 重心 ), 则 所 作出 的 椭 球 , 叫 中 心 惯量 椭 


球 . 按 式 (3.5. 19) 画 出 椭 球 后 ,就 可 根据 A= 方 的 关系 ,由 某 轴 上 入 径 有 尺 的 长 , 求 
出 刚体 绕 该 轴 转 动 时 的 转动 惯量 人 
(5) 惯量 主轴 及 其 求法 


利用 惯量 椭 球 虽然 可 以 求 出 转动 惯量 /, 但 我 们 的 主要 目的 并 不 在 此 . 我 们 
的 主要 目的 ,是 如 何 利用 它 来 消去 惯量 积 . 我 们 知道 :每 一 椭 球 都 有 三 条 相互 和 
直 的 主轴 . 如 果 以 此 三 主轴 为 坐标 轴 , 则 椭 球 方程 中 含有 异 坐标 相 乘 的 项 统统 消 
失 ( 实 际 上 是 它们 前 面 的 系数 等 于 零 ,而 这 些 系数 正好 就 是 惯量 积 ). 惯量 椭 球 
的 主轴 叫 惯量 主轴 ,而 对 惯量 主轴 的 转动 惯量 叫 主 转动 惯量 ?了 ,并 改 以 1, ,1, ,1 
表 之 ,因为 惯量 积 已 全 部 等 于 零 ,无 需 再 用 两 个 下 角 标 . 如 果 取 0 点 上 的 惯量 主 
轴 为 坐标 轴 , 则 惯量 椭 球 的 方程 将 简化 为 
Lx +hy +hr=1 (3.5.20) 
此 时 系数 1 ,1, ,4 就 是 0 点 上 的 主 转动 惯量 ,而 惯量 积 1,,,1, ,1/, 则 统统 等 于 零 . 
故 选 惯量 主轴 为 坐标 轴 , 问 题 就 能 得 到 简化 . 这 时 ,刚体 的 动量 矩 了 的 表达 式 
(3. 5.7) 和 转动 动能 7 的 表达 式 (3. 5.8) 也 将 简化 为 


| J=ho, itho, jtho,k 


3.5.21) 
T= 壮 (Nos+os+no3) 
= 


求 惯量 主轴 时 , 常 从 这 一 事实 出 发 , 即 对 惯量 主轴 来 讲 , 椭 球 与 主轴 交点 的 
位 矢 R 的 方向 和 椭 球 上 该 点 法 线 的 方向 重合 . 这 就 是 解析 几何 里 求 二 次 曲面 主 


外 对 中 心 惯量 椭 球 来 讲 , 则 叫 中 心 (惯量 ) 主轴 和 中 心 主 转动 惯量 - 
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轴 的 方法 ,或 线性 代数 里 求 本 征 值 的 方法 . 关于 这 种 方法 ,参见 高 等 数学 书籍 . 在 
力学 里 ,我 们 所 磁 到 的 问题 ,大 都 是 对 称 的 均匀 刚体 ,而 这 种 刚体 的 惯量 主轴 , 则 
可 根据 对 称 性 很 方便 地 求 出 . 

如 果 我 们 所 研究 的 是 一 个 均匀 刚体 , 即 它 的 密度 处 处 相同 ,而 且 此 均匀 刚体 
有 对 称 轴 ,那么 此 轴 就 将 是 惯量 主轴 . 例如 , 设 Pre yz) 
+ 轴 是 某 一 均匀 刚体 的 对 称 轴 , 则 刚体 中 将 有 
这 样 的 质点 Pi(x,,-y,,-z,) , 它 和 刚体 的 另 一 
质点 己 (x ,ia) 相 对 应 (图 3.5.3) ,因而 


Smay 0, TF msn=0 
故 x* 轴 是 对 0 点 而 言 的 惯量 主轴 . 同 理 ,如 果 
某 均匀 刚体 有 对 称 面 , 设 为 zy 平面 , 则 必 有 质 
点 PA(%i,yi,-z) 和 男 一 质点 P(x,,yi,z;) 相 对 
应 (图 3.5.3), 因 而 


> mazx=0，>》moia=0 
各 各 
故 和 xy 平面 垂直 的 : 轴 将 是 对 0 点 而 言 的 惯量 主轴 . 
如 果 1.。= 几 ,那么 椭 球 变 为 旋转 椭 球 ,在 xy 平面 内 的 各 轴 都 是 主轴 ;如 1, = 
4,,=1,, 椭 球 变 为 球 , 所 有 通过 0 点 的 轴 都 是 主轴 . 
[ 例 ] 均匀 长 方形 薄片 的 边 长 为 a 与 6, 质量 为 m, 求 此 长 方形 薄片 绕 其 对 角 线 转动 时 
的 转动 惯量 . 
[ 解 ] (1) 直接 用 定 积分 来 计算 
在 图 3.5.4 中 , 取 对 角 线 为 x* 轴 ,在 0 点 和 它 垂直 的 直 》 区 上 
线 为 y 轴 ,并 令 :为 薄片 的 厚度 ,p 为 密度 . | pb 
取 一 长 方形 窗 条 ,长 为 &, 宽 为 dy, 则 绕 对 角 线 (x 轴 ) 
转动 的 转动 惯量 /为 2 
7 = 2[dm = 2pt|edy (1) 


uasing -y 
asing 


因为 


a +b 


(asing - y) Va +b 
人 


asing 


所 以 (2) 


把 (2) 式 代 人 (1) 式 得 


pe er 
了 二 JP(asing - y) dy 
。 


1= 2 
Pasing 


= 2 A | - 习 bd 


asing 3 4 
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一 ptVa + b' (a'sin’g) (3) 
但 
sin 9 = 去 
和 和 加 _ 1 人 有 
故 1= Bot Va tb [| rd re 
(4) 
el We 
6"a+h 
(2) 用 公式 (3. 5.15) 来 计算 ( 取 长 方形 的 两 边 为 坐标 轴 , 如 图 3. 5.5 所 示 ). 
b 
因 =eosbg= 一 “一 ，p= ，7y=0 
四 /arrb 7 
所 以 1=1,.@ +1,p -21,ap (5) 
今 
(7) 图 3.5.5 
SE 1 aa 
= ee = ta (8) 
所 以 1= 二 pdab) Ee Fp + dre Dr 
b 
-Ptah) 一 “一 一 一 -一 
2 VEY+ Val+b’ 
1 1 _ab 
= eh i (9) 
(3) 取 惯 量 主轴 为 坐标 轴 , 则 
T= ho + hp (10) 
由 图 3. 5.6 知 
aE Eh 
= [x0 sar) = te (12) 四 


至 于 a,B 的 值 仍 与 本 题 (2) 中 相同 . 所 以 
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D(a 

7 127 m+ 127 + 
1 eb 1 ob 

Ep pi i hp 13 
站 pt(ab) Fs = Hm (13) 


比较 以 上 三 种 方法 ,可 以 看 出 , 取 惯量 主轴 为 坐标 轴 来 计算 薄片 绕 对 角 线 转动 时 的 转动 
惯量 1 最 为 简便 . 对 空间 问题 和 形状 比较 复杂 的 物体 ,如 有 对 称 轴 , 则 总 是 以 对 称 轴 ( 即使 是 
只 有 一 条 或 两 条 ) 为 坐标 轴 时 ,7 的 计算 最 简便 . 


$3.6 刚体 的 平 动 与 绕 固 定 轴 的 转动 


(1) 平 动 


在 $3.1 中, 我们 曾经 指出 : 刚体 运动 时 ,如 果 在 各 个 时 刻 ,刚体 中 任意 一 
条 直线 始终 彼此 平行 ,那么 这 种 运动 就 叫 平 动 . 我 们 在 此 应 该 注意 : 平 动 不 一 定 
是 直线 运动 . 为 此 ,让 我 们 考虑 下 列 两 种 不 同 的 情况 . 设 0-xyz 为 静止 的 参考 坐 
标 系 ,0'-x'y'z' 为 固着 在 刚体 上 并 与 前 者 平行 的 另 一 个 坐标 系 . 当 刚体 运动 时 ， 
O -zy2z 亦 随 之 运动 . 如 刚体 上 的 0\ 点 在 一 圆 形 轨道 上 运动 ,而 0'%',0'y',0'z 当 
远 与 参考 坐标 系 的 三 轴线 Ox,Oy,0z 平 行 [图 3.6.1(a) ] ,那么 这 种 运动 就 是 平 
动 . 反之 ,如 果 它 像 图 3. 6. 1(b) 所 示 ,就 不 是 平 动 , 因 为 这 时 0'x' 等 已 不 与 Ox 等 
平行 了 . 


图 3.6.1 


刚体 平 动 时 ,刚体 内 所 有 的 点 都 有 相同 的 速度 和 加 速度 ,任何 一 点 的 运动 都 
可 代表 全 体 . 通常 我 们 是 用 质心 的 运动 来 代表 刚体 整体 的 运动 , 即 认为 刚体 所 有 
的 质量 都 集中 在 质心 上 ,外 力也 可 以 认为 是 作用 在 质心 上 ,因为 刚体 作 平 动 时 只 
有 三 个 独立 变量 , 故 其 运动 方程 只 需 用 式 (3. 4.2) 的 三 个 方程 就 够 了 ,这 在 前 面 
也 曾 讲 过 . 

自由 刚体 是 不 受 任何 约束 的 ,实际 上 ,刚体 作 平 动 时 ,一 般 都 受 有 一 些 约束 . 
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例如 火车 或 汽车 在 地 面 上 运动 时 ,地 面 就 是 约束 . 如 果 我 们 要 求 这 些 约束 力 ( 或 
准确 地 说 约束 反作用 力 , 简 称 约束 反 力 ) , 则 根据 8 1. 5 所 讲 的 方法 ,可 以 解除 约 
东 而 代 以 约束 反作用 力 . 但 约束 反作用 力 都 是 未 知 的 ,所 以 还 要 加 上 相对 于 质心 
的 力矩 平衡 方程 ,才能 同时 求 出 运动 规律 与 约束 反作用 力 . 

以 汽车 的 平 动 为 例 , 当 汽车 停止 或 作 匀 速 直线 运动 时 ,地 面 对 汽 车 前 后 两 对 
车 轮 上 的 竖 直 反作用 力 , 可 以 假定 是 相等 的 . 但 当 加 速 和 刹车 时 ,两 者 就 不 相等 ， 
如 加 速 时 加 速度 太 大 ,或 刹车 时 减速 度 太 大 ,两 对 车 轮 上 所 受 的 约束 反作用 力也 
就 相差 很 大 ,甚至 能 使 汽车 翻 倒 . 


(2) 定 轴 转 动 

刚体 绕 固定 轴 转 动 时 ,如 取 固 定 轴 为 = 轴 , 则 刚体 中 任何 一 点 P;, 都 在 垂直 于 
z 轴 的 平面 内 , 亦 即 在 平行 于 xy 平面 内 作 圆周 运动 ,而 以 
z 轴 与 此 平面 的 交点 0' 为 圆心 ,如 图 3. 6. 2 所 示 . 

既然 各 点 的 轨道 都 是 平行 于 xy 平面 而 以 z 轴 上 某 GY 


点 为 圆心 的 圆周 ,那么 只 要 考虑 任 一 与 xy 平面 相 平行 | 
的 平面 内 的 运动 情况 就 可 以 了 . 设 在 这 一 平面 内 , 某 一 [7 
质点 的 位 矢 是 mm, 它 和 = 轴 的 垂直 距离 为 R(R,=O'P,) ， / 


则 因 各 点 的 线 位 移 \ 线 速度 和 线 加 速度 都 和 R,( 或,) 有 < . 
关 , 不 其 方便 ,所 以 常用 角 量 来 表征 整个 刚体 的 运动 情 。 和 
况 . 因为 在 定 轴 转动 中 ,各 点 的 角 位 移 9、 角 速度 和 角 图 363 
加 速度 a 都 是 一 样 的 . 而 且 只 要 知道 了 角 位 移 0, 就 能 完 
全 确定 刚体 的 位 置 , 所 以 刚体 作 定 轴 转 动 时 ,只 有 -个 独立 变量 . 

如 果 在 某 一 时 刻 , 质 点 P, 的 线 速度 为 s, 则 由 式 (3. 2.6) 知 


v=wxr, (3 和 村 
式 中 w 是 刚体 绕 z 轴 转 动 的 角速度 . 写成 标量 形式 , 则 为 
v; = orising = Rw (3.6.2) 


在 定 轴 转 动 中 ,w 的 方向 不 变 , 恒 沿 固定 的 转动 轴 , 其 量 值 则 可 改变 . 每 一 质 
点 都 在 与 xy 平行 的 平面 内 作 半径 为 R; 的 圆周 运动 , 故 其 加 速度 可 分 为 切 向 分 
量 a 及 法 向 分 量 6, 即 


(3 63) 


RR = om 


式 中 a 是 角 加 速度 . 在 定 轴 转 动 中 ,a 的 指向 与 w 相同 或 相反 ,并 且 也 是 沿 着 同 
一 条 转动 轴线 . 
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如 果 w 的 量 值 也 不 变 , 则 a=0, 因 而 a =0. 

前 已 指出 : 角 量 是 描写 整个 刚体 的 运动 学 量 , 故 w 称 为 刚体 的 角速度 ,而 a 
则 称 为 刚体 的 角 加 速度 ,至 于 线 量 则 各 点 不 同 , 因 RR 
(或 7,) 各 点 有 所 不 同 . 

以 上 所 讲 的 是 刚体 定 轴 转 动 的 运动 学 部 分 ,下 
面 来 研究 动力 学 问题 . 

设 刚 体 在 主动 力 F, ,F,,…,F, 的 作用 下 , 绕 固定 
轴 转 动 , 则 可 将 固定 轴 当 作 = 轴 ( 图 3.6.3), 而 按 固定 


轴 的 动量 矩 定理 ,得 
dj _ 
寺 = 欠 (3.6.4) 
因为 w,=w, =0,o,=w, 故 由 式 (3.5.7) 知 3 
=Lw, = (3.6.5) 


式 中 1. 为 刚体 绕 z 轴 的 转动 惯量 . 

把 式 (3.6.5) 中 的 J, 代入 式 (3.6.4) ,并且 因为 /为 常量 , 即 得 刚体 绕 固 定 
轴 转 动 的 动力 学 方程 为 

[W160 = La | (3.6.6) 

式 (3.6.6) 与 质点 动力 学 中 的 =ma 形式 相似 . 如 果 将 式 (3.6.6) 积分 , 求 出 刚 
体 所 转动 的 角度 9 随时 间 : 的 变化 规律 , 则 运动 完全 确定 ,因为 此 时 刚体 只 有 一 
个 独立 变量 . 

同 理 , 由 式 (3.5.8) 知 ,刚体 绕 团 定 轴 转 动 的 动能 为 二 /oo 故 如 外 力 为 保守 


力 ,V 是 外 力 的 势能 , 则 有 


和 
Flo ‘vs | (3.6.7) 
[ 例 1] 复 摆设 质 量 为 m 的 复 摆 绕 通过 某 点 0 的 水 平 轴 作 微小 振动 , 试 求 其 运动 方 
程 及 振动 周期 ,并 加 以 讨论 . 
[ 解 ] 图 3.6.4 代表 复 摆 中 包含 质心 C 的 一 个 截面 ,0 为 悬 点 ,OC=! 为 悬 点 0 到 质心 
C 的 距离 ,并 设 此 复 摆 绕 通过 0 点 的 水 平 轴线 转动 时 的 转动 惯量 为 1, ,回转 半径 为 名 , 则 由 式 
(3.6.6) ,得 复 提 的 运动 微分 方程 为 


— mglsing = ha = m 甩 8 (1) 
由 此 得 
BO +glsing = 0 (2) 
但 由 平行 轴 定 理 (3. 5. 12) , 知 局 = 必 + , 式 中 ke 为 通过 质心 C 的 回转 半径 . 又 题 设 振动 是 微 
小 的 , 故 sing=~ 46. 这样,(2) 式 就 变 为 
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___el 03) 
rr 
式 (3) 是 标准 的 谐振 动 方程 , 故 其 通 解 为 
1 
0 = Asin| Cs (4) 
( ya 中 


式 中 4 为 振幅 ,在 此 处 是 很 微小 的 ,se 是 初 相 ,4 及 a 之 值 均 可 由 起 始 
条 件 决 定 ,振动 周期 则 为 


ke + 到 
7 =25, /= 25, /2 (5) 
i msl 


[讨论 ] 从 上 面 的 (4) 及 (5) 式 可 以 看 出 ,它们 和 单 摆 所 具有 的 
形式 很 类 似 , 所 以 单 摆 可 以 说 是 复 摆 的 一 个 特例 , 即 此 时 摆 的 全 部 质 
量 m 都 集中 在 0C 延长 线 的 某 点 0' 上 . 如 00'=1, , 则 4 叫做 等 值 单 摆 长 , 因 长 为 1, 的 单 摆 和 
对 正点 的 转动 惯量 为 几 ,质心 和 项 点 间 的 距离 为 ! 的 复 摆 有 相同 的 周期 , 故 0' 又 叫 振动 中 心 . 
导 4 忆 

上 


图 3.6.4 


1 有 尼 
因 1 = 六 = 或 4-4= 下 , 故 如 以 0 为 悬 点 , 则 


(6) 


了 pm 
"an + frat -站 -an (7) 
与 以 0 为 县 点 时 的 振动 周期 相同 , 故 悬 点 和 振动 中 心 可 以 互相 交换 而 周期 不 变 . 利用 这 个 关 


系 , 可 以 比较 准确 地 测定 重力 加 速度 & 的 数值 ,只 要 能 找到 具有 相同 周期 的 两 点 0 及 0' 的 位 
置 , 即 可 量 出 等 值 单 摆 长 ,这 比 用 单 摆 测 g 的 方法 好 , 因 单 摆 的 长 度 ! 不易 测 准 . 


(3) 轴 上 的 附加 压力 


我 们 也 可 把 刚体 绕 固 定 轴 的 转动 ,看 做 等 
价 于 空间 两 点 4 和 B8 保持 不 动 时 刚体 的 运动 
(因为 两 点 可 以 决定 一 条 直线 ,这 条 直线 就 是 
转动 轴 ). 这 就 可 用 去 掉 约束 代 以 约束 反 力 的 
方法 , 即 同时 用 动量 定理 和 动量 矩 定理 来 确定 
运动 规律 和 作用 在 A、B 两 点 上 的 约束 反 力 . 

在 图 3.6.5 中 ,N, 和 Ne 代表 作用 在 固定 
点 4 和 B 上 的 约束 反 力 (4、B 处 设 为 轴承 )， 
而 FF,、…、F, 则 代表 作用 在 刚体 上 的 主动 
力 . 令 转动 轴 4B 为 = 轴 , 则 可 设 N, 在 坐标 轴 
上 的 分 量 为 Ne .No 和 Nu ,而 Ne 的 分 量 为 Na。 
和 Ni,. 


21,2 
1 = mR + m(h 0) = mk +n( 和 ) = mm 有 尼 二 


而 其 振动 周期 为 
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由 动量 定理 和 对 4 点 的 动量 矩 定 理 ,得 
de 。 


号 mi = + 3 下 


(3.6.8) 
Dn 27;) =- AB: Ne, + 5M, 
名 名 
d 所 
ET — x2i) =AB: Ng, + Ms 
dy yt)= 
下 名 mi( xi 一 ii) = > 本 
因 %,=Ricosp,y,=R,sing,z,= 常 数 ( 图 3.6.5)， 
故 
Ki = yO = 0 一 外 
Fi=x0, F =- +x 人 0 (3.6.9) 


z=0， 香 =0 
把 这 些 关系 代入 式 (3. 6.8) ,并 利用 式 (2. 1.4) . 式 (3.5.5) 和 式 (3.5.6) ,于 是 
式 (3.6.8) 就 简化 为 


一 mxco -myco=Nue + No + 5 Ps, 
pr 

-mycw’ + mxc@= Ns, + Ne, + Fs, 
名 


0= N。 + SR, (3.6. 10) 
名 


Dw -1.0=- AB: Ns, + M, 
-1 0 -1,0=AB.: Ne + M, 
LO= M, 

式 中 x。 和 ye 是 质心 的 坐标 ,1., 0 和 六 是 惯量 系数 ,而 M,、M, 和 MM, 则 为 主动 力 
对 三 坐标 轴 的 合力 矩 . 

方程 (3. 6. 10) 中 的 最 后 一 式 并 不 含有 约束 反 力 ,因而 就 是 刚体 绕 固定 轴 转 
动 的 动力 学 方程 ,这 与 式 (3. 6.6) 完 全 一 样 ,而 其 余 五 式 , 则 可 用 来 求 约束 反 力 
的 五 个 分 量 NN, WN Na 和 Ne- 
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如 果 w=w =0, 则 式 (3.6. 10) 中 左 端 各 项 均等 于 零 ,因而 头 五 式 就 是 通常 的 
平衡 方程 ,而 最 后 一 式 , 因 不 含有 约束 反作用 力 , 所 以 是 平衡 条 件 . 

当 wz#0,w% 关 0 时 所 算出 来 的 N, 和 Ne, 跟 w=w=0 时 所 算出 来 的 完全 不 
同 , 有 时 且 可 差 得 很 远 . 前 者 是 动力 反作用 力 ,而 后 者 则 是 静 力 反作用 力 . 因此 ， 
刚体 在 绕 固定 轴 转 动 时 ,对 轴承 就 有 附加 压力 出 现 ,这 些 附 加 压力 是 由 于 刚体 转 
动 时 所 产生 的 惯性 力 所 引起 的 . 

如 果 要 刚体 转动 时 不 在 轴承 上 产生 附加 压力 , 即 在 同样 主动 力作 用 下 ,动力 
反作用 与 静 力 反作用 相等 , 则 其 充 要 条 件 是 wz0 且 @ 关 0 时,(3.6.10) 式 中 的 
(1)、 (2)、 (4).(5) 诸 式 的 左边 均等 于 零 . 这 样 ,就 有 

xcwz+ycwg=0 

cg@ — ye Oo -时 
及 lw -Law=0 

LO+lo = 中 
这 是 以 xc yc 及 1, 1 为 未 知 量 的 二 元 一 次 方程 ,但 它们 的 系数 行列 式 在 转动 时 
都 不 等 于 零 , 故 xc yc 4, 和 /必须 同时 为 零 , 即 刚体 的 重心 在 转动 轴 上 ,而 且 转 
动 轴 是 惯量 主轴 . 这 时 ,我 们 就 说 这 样 的 刚体 已 达到 了 动 平衡 ,而 这 时 的 转动 轴 
则 叫做 自由 转动 轴 . 这 时 即使 取消 约束 ,刚体 还 是 会 绕 着 它 继续 转动 . 

由 于 近代 各 种 机 器 的 运转 部 分 (如 蒸汽 机 ,涡轮 发 电机 等 ) 的 角速度 w 都 很 
大 ,而 附加 压力 的 主要 部 分 又 和 w 的 平方 正比 ,因而 在 安装 这 些 机 器 的 时 候 ,如 
果 转 动 轴 安 装 得 稍为 有 一 点 偏差 (不 恰好 是 自由 转动 轴 ) ,就 会 在 轴承 上 引起 很 
大 的 附加 压力 ,甚至 使 机 器 损坏 . 所 以 高 速 运转 部 分 的 动 平衡 ,是 制造 与 安装 机 
器 时 最 主要 的 问题 之 一 . 

[ 例 2] 涡轮 可 以 看 做 是 一 个 均 质 圆 盘 . 由 于 安装 不 善 ,涡轮 转动 轴 与 盘面 法 线 成 交角 
a=1?. 已 知 涡轮 贺 盘 质量 为 20 kg, 半 径 r=0.2 m, 重 心 0 在 转轴 上 ,0 至 两 轴承 4 与 B 的 距离 
各 为 a=b=0.5 m. 设 轴 以 12 000 r/min 的 角速度 匀速 转动 时 , 试 求 轴承 上 某 一 时 刻 的 最 大 压 
六 

[ 解 ] 选取 坐标 轴 如 图 3. 6. 6 所 示 . 图 中 *,y,z 是 固定 的 坐标 轴 , 而 x,y',z' 则 为 几何 对 
称 轴 . 并 设 在 图 示 的 瞬时 ,y' 和 y 正好 重合 . 

因 x',y'(y) ,z' 是 几何 对 称 轴 , 而 重心 0 在 转轴 上 , 故 xc=yc=0,1,;=1;。 
0,w =0, 故 如 以 0 为 参考 点 , 则 由 式 (3. 6.10) 得 

0= Ni + Ns - mg 
0= N+ Ns, 


(1) 


0= aN — bNs, 


-Tw = - aN,, + bNs, 
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现在 来 求 1、. 由 坐标 变换 关系 (图 3. 6.7) , 知 


‘cosa + z'sin a 


x'sina + zicos a 


故 
DO 
各 
BS ein Paloa) (> iiolpat edt) 
Ea 
= (Tm Sm) sinacosa ( 因 1 = 0) 
误 Ea 
= ET m+) - 立 m(z2 + 1)] sin2a 
2 i i 
= in 02) 
对 于 均 质 圆 盘 
= 二 mn， 人 = 二 
故 天 党 mr si (3) 
解 (1) 式 中 的 诸 式 ,并 利用 (3) 式 的 结果 ,最 后 得 
Ny, hs New 要 是 和 
NS ai 
le . (4) 
Na = DE + 一 L_mru?sin2a 


a+b Ba+tb 
在 N4 与 Ns 表示 式 中 的 第 一 项 代表 静 力 反作用 ,而 第 二 项 则 代表 动力 反作用 , 亦 即 轴承 
上 的 附加 压力 . 把 题 给 的 数据 代入 ,得 附加 压力 为 


a 
8a+b 


mr wsin2a 
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= 二 土台 (0.2) x (400m)3 x 0.034 9 N 


=F5400N 
而 静 力 反作用 之 和 则 只 有 20 kgx9.8 m/s =196 N, 可 见 动力 反作用 对 轴承 的 危害 是 很 大 的 . 
实际 上 .由 于 圆 盘 在 转动 , 故 轴承 在 x 方向 和 y 方 向 所 受 的 附加 压力 都 是 周期 性 的 ,我 们 
所 求 出 的 结果 ,是 在 图 示 位 置 时 的 瞬时 值 . 这 种 冲击 式 的 反作用 力 , 对 轴承 的 危害 性 更 大 . 
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(1) 平面 平行 运动 运动 学 

刚体 作 平 面 平 行 运动 时 ,刚体 中 任何 一 点 都 始终 在 平行 于 某 一 固定 平面 的 
平面 内 运动 . 因此 ,只 需 研究 刚体 中 任 一 和 固定 平面 平行 的 截面 (薄片 ) 的 运动 
就 可 以 了 ,因为 垂直 于 固定 平面 的 直线 上 的 各 点 都 有 相同 的 轨道 .速度 和 加 速 
度 ,于 是 空间 问题 就 简化 为 平面 问题 . 本 节 从 现在 起 , 凡 说 到 刚体 的 时 候 , 就 用 这 
种 截面 ( 薄片 ) 来 代表 . 

在 图 3.7.1 中 ,L 为 薄片 运动 前 的 位 置 ,L' 为 薄片 
发 生 一 微小 位 移 后 的 位 置 , 并 令 4、8 为 运动 前 薄片 上 
的 两 点 ,4'、B' 为 运动 后 薄片 上 对 应 的 两 点 . 显然 ,由 了 
至 人 可 由 下 列 两 个 步骤 来 完成 . 

] 纯 平 动 ” 薄 片上 任何 一 点 的 位 移 都 与 44' 平 
行 ,而 且 等 于 44', 如 图 3.7.1 中 的 虚线 所 示 . 此 时 4 点 4 全 
已 到 达 了 它 的 最 后 位 置 ,但 其 他 各 点 一 般 还 没有 到 达 图 3.7.1 
其 最 终 位 置 . 

了 纯 转 动 ”整个 薄片 绕 4' 点 (实际 上 是 绕 通 过 4' 并 垂直 于 固定 平面 的 轴 
线 ) 转 动 一 角度 ,其 大 小 等 于 4'B" 与 4'B' 所 夹 的 角 . 在 这 种 情形 下 ,4 点 常 叫做 
基点 . 

当 注 片 ( 即 刚体 ) 连 续 运 动 时 ,我 们 仍然 可 以 认为 它 的 运动 是 随 基点 的 平 动 
及 绕 基 点 的 转动 这 两 种 基本 运动 所 合成 . 随 基点 平 动 时 ,薄片 中 任 一 点 的 速度 显 
然 与 基点 的 速度 相同 ,而 绕 基点 转动 时 , 则 又 可 认为 是 一 定 轴 转 动 , 这 时 基点 不 
动 ,整个 薄片 绕 通过 基点 并 且 垂 直 于 薄片 的 直线 转动 . 故 如 设 4 为 基点 ,在 某 一 
时 刻 ,其 速度 为 mw ,又 在 此 时 刻 ,薄片 绕 4 转动 的 角速度 为 (垂直 于 薄片 并 沿 着 
转动 轴 ) , 则 薄片 上 任 一 点 的 速度 (如 图 3.7.2 所 示 ) 为 


[ vu toxr = w+ox(r-r) | (3.7.1) 


式 中 为 P 对 4 的 位 矢 ,r 为 P 对 固定 坐标 系 原点 0 的 位 矢 ,而 六 则 为 基点 4 
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对 0 的 位 矢 , 故 wxr' 是 P 点 绕 4 点 转动 的 速度 . 

设 P 相 对 于 固着 在 固定 平面 上 的 坐标 系 0-xy 
而 言 ,其 坐标 为 (x,y) ,相对 于 固着 在 薄片 上 并 随 薄 
片 一 同 运动 的 坐标 系 4-x'y' 而 言 ,其 坐标 为 (x',y')， 
而 4 相对 于 0-xy 系 的 坐标 为 (x。,yo). 因 w 恒 垂直 
于 固定 平面 或 薄片 , 即 沿 : 轴 或 2' 轴 , 故 式 (3.7.1) 的 
分 量 表示 式 相 对 于 0-xy 系 和 相对 于 4-x'y' 系 分 别 
为 


| (3.7.2) 
= ui + (x — x0) 图 3.7.2 
a fe (3.7.3) 
Vy = Vy + XW 
又 已 点 的 加 速度 为 
a +dxr+twox 人 ee 
dt dt dt 


d ， ， 
=a txr +Wx(wxr) 


因 wx(wxr')= w(w ' 关 )-r'w'* ,而 在 平面 平行 运动 中 ~ 恒 与 w 垂直 , 故 w . "=0. 
即 


i 
a=0 + "ro | (3.7.4) 
式 (3.7.4) 也 可 写 为 
a=at x (rn) rr) (3.7.5) 


式 (3.7.4) 和 式 (3.7.5) 中 的 第 一 项 是 4 点 的 加 速度 ,第 二 项 为 相对 切 向 加 
速度 ,而 最 后 一 项 则 为 相对 向 心 加 速度 . 在 平面 平行 运动 中 , 角 加 速度 5 即 a) 


也 跟 定 轴 转 动 时 的 情况 一 样 ,总 与 w 同 沿 着 转动 轴线 ,但 其 指向 则 与 w 相同 (加 
速 转 动 时 ) 或 相反 (减速 转动 时 )- 

对 于 平面 平行 运动 来 讲 ,相对 切 向 加 速度 的 量 值 为 "a ,方向 与 "垂直 ;相对 
向 心 加 速度 的 量 值 为 o'r', 沿 "的 反方 向 并 指向 4 点 . 这 些 , 也 都 跟 定 轴 转 动 时 
情形 相仿 . 


(2) 转动 瞬 心 
作 平 面 运动 的 刚体 ( 薄片) 的 角速度 不 为 零 时 ,在 任 一 时 刻薄 片上 恒 有 一 点 
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的 速度 为 零 ,这 点 叫做 转动 瞬 心 , 常 以 C 表 之 . 转动 瞬 心 相对 于 0-xy 系 的 坐标 ， 
可 令 式 (3.7.2) 中 的 w 及 v, 等 于 零 而 求 得 , 即 


jy 
xc = 各 于 
(3.7.6) 


Das 
yc = + 
外 


而 转动 瞬 心 相对 于 4-x'y' 系 的 坐标 , 则 可 令 式 (3.7.3) 中 的 v, 及 vw. 等 于 零 而 求 
得 , 即 
2 
(3.7.7) 
, Vas 
yc 三 i 
如 果 w=0, 则 无 转动 瞬 心 ;或 者 说 ,转动 瞬 心 在 无 穷 远 处 . 

只 要 转动 瞬 心 C 为 已 知 ,就 很 容易 推出 薄片 在 此 时 刻 的 运动 情况 . 因为 如 
果 取 C 为 基点 , 则 因 C 在 此 时 刻 的 速度 为 零 , 故 薄片 将 仅 绕 C 转动 ,而 任意 一 点 
P 的 速度 与 CP 冬 直 ,其 量 值 为 CP* w. 利用 这 项 事实 ,只 要 知道 薄片 上 任何 两 点 
4 及 B 的 速度 的 方向 ,我 们 就 可 用 几何 法 求 出 转动 眠 心 C 的 位 置 . 设 已 知 4 点 的 
速度 方向 ,如 图 3.7.3 中 的 内 所 示 ; 而 B 点 的 速度 方向 如 同 图 中 的 w 所 示 , 则 
过 4 及 B 作 两 直线 分 别 垂直 于 vw 及 we, 此 两 直线 的 交点 , 即 转动 瞬 心 C( 图 
3.7.3). 

当 沙 片 运动 时 ,转动 瞬 心 C 的 位 置 由 于 不 断 地 转移 而 随 之 运动 . C 在 固定 平 
面 上 ( 即 相 对 于 0-xy) 所 描绘 的 轨迹 叫 空间 极 迹 ;而 C 在 薄片 上 ( 即 相 对 于 
4A-x'y') 所 描绘 的 轨迹 叫 本 体 极 迹 . 薄片 的 运动 实际 上 是 本 体 极 迹 B 在 空间 极 迹 
5 上 无 滑动 地 滚动 (图 3.7.4). 在 任 一 瞬时 ,此 两 轨迹 的 公共 切 点 C, 即 为 该 时 刻 
的 转动 瞬 心 . 当 车 轮 在 直 轨 上 滚动 时 , 轮 缘 是 本 体 极 迹 ,而 直 轨 则 是 空间 极 迹 ,在 
任 一 瞬时 , 轮 缘 与 直 轨 的 公共 切 点 ( 即 接触 点 ) 就 是 该 时 刻 的 转动 瞬 心 . 


4 ° 2 B 
B D 
" vs 人 Ss 
图 3.7.3 图 3.7.4 


必须 注意 : 角速度 是 描写 整个 刚体 的 运动 学 量 , 故 与 所 选 的 基点 无 关 , 无 论 
选 4、 选 C 或 选 其 他 点 为 基点 ,角速度 均 为 w. 又 转动 瞬 心 的 速度 虽然 等 于 零 ,但 
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它 的 加 速度 则 并 不 等 于 零 ,否则 ,就 成 为 固定 的 转动 中 心 了 - 

[ 例 1] ”试用 转动 瞬 心 法 求 $1. 2 例题 中 的 椭圆 规 尺 W 点 的 速度 、 加 速度 ,并 求 本体 极 
迹 和 空间 极 迹 的 方程 式 . 

[ 解 ] 本 题 椭圆 规 尺 4B 两 端点 的 速度 方向 已 知 , 故 过 4 及 8 作 两 直线 分 别 与 vw 及 mw 
垂直 ,此 两 直线 相交 于 C, 故 C 为 转动 瞬 心 (图 3.7.5) 


手 3.7.5 


又 3 点 速度 的 量 值 为 ,由 图 3. 7.5, 知 
m=c=(atb)sing w (wo 为 48 的 角速度 ) 


故 PS | 


a+bsing 


(1) 
根据 转动 眠 心 的 定义 , 知 
vw = MC w= Va'sing + bcos Ow 


= S /a + bcotl (2) 
如 以 0 为 固定 坐标 系 0-xy 的 原点 , 设 C 的 坐标 为 (x*,y) , 则 有 
x + = O00 = AB* = (a+b)’ (3) 


故 空 间 极 迹 为 中 心 在 0 半径 等 于 (a+5) 的 圆周 . 
又 如 以 48 中 点 0' 为 活动 坐标 系 0'-x'y' 的 原点 , 设 C 的 动 坐 标 为 (x',y') , 则 有 


A oe pir 2 
z+? = 0'C: = [过 (< +6)] (4) 


故 本 体 极 迹 方程 为 中 心 在 0' 半 径 等 于 方 (a+6) 的 园 周 ,此 两 圆周 有 公 切 点 C. 此 点 即 转动 


瞬 心 . 

取 单 位 矢量 记 了 沿 < 轴 和 7y 轴 ,单位 矢量 之 .了 沿 * 轴 和 7y' 轴 ,至 于 单位 矢量 上 和 此 则 均 
垂直 纸 面 指向 读者 ,如 图 3.7.5 所 示 . 

如 以 8 为 基点 , 则 由 式 (3.7.4) 知 ,MM 点 的 加 速度 为 
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de +p do x pir 六 
av=an+ 吾 xr 一 ro = 一 和 kx 要 + bo 


-| 已 
好 + 一 一 
sin me i i 


be ( _ £0s00, 站 
(a+rb)’ ES sing “7 


be _1 1_eosg 
6 cosgy) 


be: 1 /cos’0 


(a + 6) sin’0 (9 
本 
(a + 6) sin'0 
因 点 的 x 坐标 为 
x = bsing 
4 
上 i Ey 


这 结果 与 $1.2 中 的 完全 一 样 . 
(3) 平面 平行 运动 动力 学 
现在 让 我 们 来 求 刚体 作 平 面 平行 运动 时 的 动力 学 方程 . 


(5) 


在 运动 学 中 ,基点 是 可 以 任意 选取 的 . 但 在 动力 学 中 ,通常 皆 取 质心 作为 基 


点 ,以 便利 用 质心 运动 定理 和 相对 于 质心 的 动量 和 天 
定理 来 写 出 平面 平行 运动 的 动力 学 方程 . 

取 通 过 包含 刚体 的 质心 并 与 固定 平面 平行 的 
一 个 薄片 作为 研究 的 对 象 ,如 图 3. 7. 6 所 示 . C 为 
刚体 的 质心 ,0x 与 0y 为 通过 固定 平面 上 某 点 0 的 
固定 坐标 轴 ,Cx' 与 Cy' 为 原点 在 质心 C 上 并 随 薄片 


绕 质 心 C 转动 (实际 上 是 刚体 绕 通 过 C 并 与 固定 平 


面 垂直 的 轴线 转动 ) 的 活动 坐标 轴 . 那么 ,刚体 的 位 图 3.7.6 


葡 将 由 质心 位 矢 re(xc,yc) 及 Cx' 与 Cx"( Cx" 为 原点 在 C 并 与 0x 始终 平行 的 坐 


标 轴 , 而 Cx' 则 为 固着 在 刚体 上 的 坐标 轴 ) 间 的 夹 角 9 决定 . 
根据 式 (3. 4.2) ,我 们 得 质心 C 的 运动 方程 为 


=R, 


(Cl) 


式 中 m 为 刚体 的 总 质量 , xc 、yc 为 质心 C 的 加 速度 在 x\y 轴 上 的 投影 ,而 已 及 


F, 则 为 诸 外 力 (包括 约束 反 力 ) 在 xy 方向 分 量 的 代数 和 . 
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刚体 绕 通过 质心 C 且 垂 直 于 固定 平面 的 轴线 的 转动 ,在 随 质心 作 平 动 的 坐 
标 系 C-x”y" 中 ,可 以 看 成 是 一 定 轴 转 动 ,这 时 转动 轴 就 是 通过 质心 的 z 轴 . 由 于 
刚体 作 平 面 平行 运动 , 即 在 动 坐 标 系 C-x"y" 与 固定 坐标 系 0-xy 中 的 w,w (或 
a) 都 是 相同 的 , 故 可 由 式 (3. 6. 6) 得 刚体 绕 z 轴 转动 的 运动 方程 为 


L656 =1.a=M, | (3.7.9) 
式 中 了 ,为 刚体 绕 z 轴 的 转动 惯量 ,w (或 a) 为 角 加 速度 ,而 M. 则 为 诸 外 力 (包括 
约束 反 力 ) 对 z 轴 的 力矩 的 代数 和 . 


(3.7.8) 和 (3.7.9) 两 式 中 的 方程 ,就 是 刚体 作 平面 平行 运动 时 的 运动 方 
程 . 外 力 一 般 是 已 知 的 ,但 约束 反 力 则 是 未 知 的 ,所 以 还 要 加 入 限制 运动 的 某 些 
条 件 ( 否则 就 成 为 自由 刚体 ,不 能 作 平 面 平行 运动 ) , 即 所 谓 约束 方程 , 始 能 求 
解 . 因为 刚体 作 平 面 平 行 运动 时 ,是 三 个 独立 变量 的 问题 , 故 未 知 量 不 能 多 于 
三 机 

由 式 (2.4.7) 知 ,这 时 动能 了 包含 两 部 分 : 一 为 质心 运动 的 动能 ,一 为 诸 质 
点 ( 即 刚体 ) 绕 质心 转动 时 的 动能 . 如 果 令 we 代表 质心 运动 的 速度 ,w 为 刚体 的 


角速度 , 则 刚体 的 动能 为 7= 二 mi2+ 二 1。 wr? ,如 果 作 用 于 刚体 上 的 外 力 只 有 保守 


力作 功 , 则 由 机 械 能 守恒 律 , 知 

m+ ‘ve | (3.7.10) 
式 中 了 为 势能 , 忆 为 总 能 量 ,是 一 常数 . 我 们 可 用 式 (3. 7. 10) 来 代替 (3.7.8) 和 
(3.7.9) 三 式 中 任何 一 式 ,因为 平面 平行 运动 只 具有 三 个 独立 变量 ,这 四 个 方程 
中 只 有 三 个 是 互相 独立 的 . 

[ 例 2] 半径 为 a, 质 量 为 m 的 圆柱 体 , 沿 着 倾角 为 a 的 粗粮 射 面 无 滑动 地 滨 下 , 试 求 质 
心 沿 斜面 运动 的 加 速度 及 约束 反作用 力 的 法 向 分 量 N 和 切 向 分 景 (摩擦 蛆 力 )/( 图 3.7.7). 

[ 解 ] 为 了 比较 ,我 们 用 两 种 方法 来 解 

(4) 机 械 能 守恒 定律 

在 图 3.7.7 中 ,mg 为 重力 ,N 为 约束 反作用 力 的 法 向 分 量 ,f 为 约束 反作用 力 的 切 向 分 量 
( 即 摩擦 阻力 ) ;ze = 00 为 图 柱 体 的 质心 在 时 间 :内 的 位 移 
( 当 :=0 时 ,圆柱 体 自 斜面 的 最 高 点 0 开始 下 深 ) ,而 6 则 
为 它 所 转 过 的 角度 . 如 无 任何 滑动 , 则 由 几何 学 , 知 约束 方 
程 为 


xc = ab (1) 
令 上 为 贺 柱 体 对 轴线 的 回转 半径 , 则 因 /- =m , 故 动 
能 为 
1 


7T = 二 mit+ 二 m 全 
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但 z=a0 
故 7 = 二 nm 人 1 + 与 ) 冯 (2) 
至 于 势能 V( 取 静止 时 的 势能 为 零 ) 则 为 

Vi gi (3) 
将 7 及 V 之 值 代 入 式 (3.7.10) 中 ,得 
二 nm 人 + 与 ) | (4) 


式 中 为 总 能 ,是 一 常数 . 求 (4) 式 对 + 的 微 商 ,得 
2 = Sn (5) 
1l1+k /a 
这 就 是 圆柱 体 的 质心 C 沿 斜 面 运动 的 加 速度 , 即 圆柱 体 以 匀 加 速度 沿 斜 面 滚 下 . 我 们 知道 : 
一 个 物体 沿 倾角 为 a 的 光滑 斜面 滑 下 时 , 它 的 加 速度 是 gsin a. 而 由 式 (5) , 知 沿 斜 面 滚 下 的 
加 速度 , 恒 较 gsin a 为 小 (除非 上 =0, 即 全 部 质量 集中 在 轴线 上 ). 如 果 圆 柱 体 变 为 薄 圆 简 ,k= 
a, 则 


如 果 是 实心 的 ,要 = 去 a , 则 
Ye = esina 
c=38 


用 机 械 能 守恒 定律 虽然 可 以 求 出 圆柱 体 沿 斜 面 滚 下 时 质心 的 加 速度 *。, 但 不 能 求 出 加 
桂 体 和 斜面 之 间 的 约束 反作用 力 , 也 不 能 求 出 斜面 究竟 达到 何 种 粗糙 程度 , 始 不 致 发 生 滑动 . 
要 想 解 决 这 些 问题 ,需要 用 质心 运动 定理 及 相对 于 质心 的 动量 矩 定理 . 

(8) 质心 运动 定理 及 相对 于 质心 的 动量 矩 定 理 

取消 约束 后 ,约束 反作用 力 的 法 向 分 量 N 及 切 向 分 量 / 和 重力 mg 都 是 外 力 , 故 由 式 (3. 
7.8) 及 式 (3.7.9) ,得 圆柱 体 的 动力 学 方程 为 


m 


0=N-mgcosa (6) 


mgsin a ~ / 
mb = 如 
因 *。=a6 , 故 由 式 (6) 中 的 第 一 式 和 第 三 式 将 /消去 ,得 
_ _gsina 
A 
和 和 式 (5) 完 全 一 样 . 约束 反作用 力 的 两 个 分 量 则 为 
要.。 mgk’sin a | 


x 


(7) 


(8) 
N = mgcos a 


所 以 用 质心 运动 定理 和 相对 于 质心 的 动量 矩 定理 ,不 但 可 以 求 出 约 东 反作用 力 , 也 可 求 出 质 
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心 滚 下 时 的 加 速度 ,显然 比 (4) 法 全 面 
如 果 只 有 滚动 而 无 滑动 , 则 /AN 必定 <jy(k 为 静摩擦 因数 ) ,或 
(9) 


故 当 斜 面 的 粗糙 程度 满足 式 (9) 时 ,就 可 以 阻止 圆柱 体 沿 斜面 滑动 . 如 果 增 大 斜面 的 倾角 a， 
以 至 式 (9) 开 始 不 成 立时 ,滑动 也 就 开始 ,能 量 不 再 守恒 ,量变 引起 了 质变 . 

滑动 开始 后 ,圆柱 体 带 滚 带 滑 ,约束 方程 x。=a6 的 关系 不 再 成 立 . 但 因 / 可 以 通过 摩擦 因 
数 求 出 , 故 由 式 (6) ,运动 仍然 可 以 完全 确定 . 此 时 质心 的 加 速度 ,为 滚动 加 速度 eg 与 滑 
动 加 速度 * 两 者 之 和 . 

(4) 滚动 摩擦 


当 圆柱 体 作 纯 滚动 时 ,如 将 其 放 在 粗糙 的 水 平面 上 ,并 给 以 初速 度 mw, 则 由 


例 2 中 的 (5) 式 或 (7) 式 , 知 zc=0, 圆 柱 体 将 按 惯 性 而 永远 滚动 下 去 ,但 实际 情 
况 并 不 如 此 . 圆柱 体 越 滚 越 慢 ,最 后 还 是 停止 下 来 . 因为 它 这 时 受到 了 另外 一 种 
滚动 摩擦 的 作用 . 

滚动 摩擦 的 产生 ,是 由 于 圆柱 体 与 地 面 接触 处 的 形变 所 引起 的 . 因为 圆柱 体 
和 地 面 都 不 是 绝对 刚性 的 ,圆柱 体 由 于 重量 而 陷 和 人 地面, 同时 本 身 也 受到 压缩 . 
当 它 向 前 滚动 时 ,由 于 地 面 的 隆起 (图 3. 7. 8 上 画 得 
比较 夸大 ) ,地 面 的 竖 直 反作用 力 N 并 不 通过 质心 ， 
而 是 偏 于 质心 的 前 方 , 因 而 产生 了 一 个 反抗 圆柱 体 滚 
动 的 力矩 ,这 个 力矩 就 是 滚动 摩擦 力矩 , 它 的 量 值 为 


M = NKk (7521) 
式 路 叫 滚动 摩擦 因数 ,等 于 从 N 的 作用 点 8 到 通过 
质心 0 的 竖 直 线 04 的 垂直 距离 .的 大 小 和 圆柱 体 图 3.7.8 
及 地 面 的 物理 性 质 有 关 , 即 和 圆柱 体 压 人 地 面 的 程度 


有 关 . 
深 动 摩擦 一 般 远 小 于 滑动 摩擦 . 使 用 滚珠 轴承 、 滚 柱 轴承 都 是 为 了 以 滚动 摩 
控 代 替 滑 动 摩擦. 


§3.8 刚体 绕 固定 点 的 转动 


(1) 定点 转动 运动 学 


刚体 转动 时 ,如 果 刚 体内 只 有 一 点 始终 保持 不 动 , 则 叫 定点 转动 . 陀螺 、 回 转 
罗盘 (用 于 航空 和 航海 方面 ) 等 ,都 是 刚体 绕 定 点 转动 的 实例 . 它们 都 只 有 一 点 
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不 动 . 例如 图 3. 8. 1 所 示 的 常平 架 中 的 圆 盘 可 绕 对 称 轴 0z' 转 动 , 此 对 称 轴 固 结 


在 内 悬 架 上 ,内 悬 架 可 绕 固 结 于 外 悬 架 的 ON 轴 转 动 ,而 外 悬 架 又 可 绕 
转动 . 此 三 轴 的 交点 0 则 是 始终 不 动 的 ,所 以 这 种 运动 和 定 轴 转 动 的 情 天 


定 轴 0z 


不 同 . 


定点 转动 和 定 轴 转动 不 同 之 处 ,在 于 转动 轴 只 通过 一 个 定点 ,转轴 在 空间 的 


取向 随 着 时 间 的 改变 而 改变 ,所 以 不 能 只 考虑 一 个 
和 固定 轴 相 垂直 的 平面 内 各 点 的 运动 . 换 句 话 说 , 定 
点 转动 是 一 个 三 度 空间 的 问题 , 比 定 轴 转 动 要 复杂 得 
多 . 在 定 轴 转 动 中 ,角速度 w 的 量 值 虽然 随 着 时 间 改 
变 , 但 它 的 取向 , 则 恒 沿 着 固定 的 转动 轴 . 

在 定点 转动 中 ,转动 轴 在 空间 的 取向 , 随 着 时 间 
的 改变 而 改变 ,因而 , 附 在 它 上 面 的 角速度 矢量 w 
的 量 值 和 方向 就 都 是 时 间 的 函数 . 我 们 要 用 两 个 独 
立 变量 来 找 述 转动 轴 的 取向 ( 亦 即 角速度 矢量 wm 的 
取向 ) 在 空间 变化 的 情况 ,还 要 用 一 个 变量 来 描述 整 
个 刚体 绕 转 动 轴 的 运动 情况 ,所 以 定点 转动 是 三 个 


图 3.8.1 


独立 变量 的 问题 ,通常 都 是 用 三 个 欧 拉 角 来 描述 定点 转动 刚体 的 运动 , 即 用 欧 拉 
角 9,p 沙 来 确定 刚体 的 位 置 ,用 9、p ww 对 时 间 的 微 商 6 .gp \ 少 来 表示 角速度 分 


晤 ww, 和 ww., 这 就 是 前 面 讲 过 的 式 (3. 3. 3). 


刚体 作 定点 转动 时 ,角速度 矢量 虽然 都 通过 定点 0, 但 其 取向 则 随时 间 的 改 
变 而 改变 . 前 已 提 到 ,我 们 把 菜 一 瞬时 角速度 w 的 取向 , 亦 即 在 该 瞬时 的 转动 轴 
叫 转动 瞬 轴 . 跟 转 动 瞬 心 相仿 ,转动 瞬 轴 在 空间 和 在 刚体 内 各 描绘 一 个 顶点 在 0 
的 锥 面 ,前 者 叫 空间 极 面 ,后 者 则 叫 本 体 极 面 . 刚体 绕 固定 点 的 转动 ,也 可 看 做 是 


本 体 极 面 在 空间 极 面 上 作 无 滑动 的 滚动 ,如 图 3. 8. 2 所 示 . 


设 在 某 一 瞬时 ,刚体 的 角速度 是 w, 它 的 取 
向 沿 着 该 时 刻 的 转动 瞬 轴 OU ,如 图 3. 8. 3 所 
示 . 由 式 (3.2.6) ,在 此 瞬时 刚体 内 任 一 点 P 的 
线 速度 v 为 
d 


r 
v= or (3.8.1) 


式 中 rr 是 P 点 对 定点 0 的 位 矢 . 

式 (3. 8. 1) 是 用 角速度 w 来 表示 刚体 内 位 
矢 为 r 的 一 点 的 线束 度 w 当 刚 体 绕 固定 点 转动 
时 ,在 任 一 瞬时 ,由 于 7 的 不 同 ,所 以 体内 各 点 的 
线 速度 v 不 同 ,但 角速度 w 则 是 一 样 的 ,所 以 我 
们 把 w 称 为 刚体 的 角速度 . @ 是 时 间 的 矢量 函 


图 3.8.2 
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数 , 如 为 已 知 ,我 们 就 可 以 求 出 任何 时 刻 刚 体内 任何 一 点 的 线 速度 w 换 句 话说 ， 
只 要 一 个 矢量 函数 w(1) ,就 足以 描述 刚体 绕 固定 点 的 转动 . 

由 式 (3. 8.1) ,又 可 求 出 刚体 绕 固定 点 0 转动 时 ,刚体 内 任 一 点 的 线 加 速 
度 a 为 


- dz - do 
<“ 可 = qe xr+wx(wxr) 
= r+ or) -orr (3.8.2) 


上 式 中 的 wx( wxr) , 亦 即 wxv 称 为 向 轴 加 速度 , 它 和 质 
点 到 转动 瞬 轴 的 垂 线 相合 ,可 以 写 为 -wo?R, 这 里 只 是 己 点 到 虹 
的 垂直 距离 ,如 图 3. 8. 3 所 示 ,但 不 能 写 为 -ozr (何故 ?) 对 Pp 


至 于 92xr 则 叫 转动 加 速度 . 4 


如 果 刚体 在 空间 可 不 受 任何 约束 而 作 任意 的 运动 ,那么 0 
体内 就 没有 一 点 是 固定 不 动 的 ,这 就 是 一 般 运动 跟 平 面 平 图 83 
行 运动 相仿 ,我 们 可 以 把 这 种 运动 看 成 是 随 基点 4 的 平 动 
(在 动力 学 中 ,通常 取 刚 体 的 质心 作 基点 ) 及 绕 基 点 的 定点 转动 所 合成 ,所 以 自 
由 刚体 具有 六 个 独立 变量 . 

刚体 作 一 般 运动 时 ,刚体 内 任 一 点 P 的 速度 及 加 速度 只 需 在 式 (3. 8. 1 ) 及 
式 (3.8.2) 中 添加 基点 速度 v, 及 基点 加 速度 au: 


v= +wxr (3. 本 3 
4a + xr tox (wxr) 
= + r+ ow r) - wir’ (3.8.4) 


矢量 ”是 己 点 相对 于 基点 4 的 位 矢 . 

[ 例 ] 当 飞 机 在 空中 以 定 值 速度 VV 沿 半径 为 R 的 水 
平 圆 形 轨道 C 转 论 时 , 求 当 螺 施 桨 尖端 8 与 中 心 4 的 连 线 
和 竖 直 线 成 9 角 时 ,B 点 的 速度 及 加 速度 . 已 知 螺旋 桨 的 长 
度 4B8=/, 螺 旋 桨 自身 旋转 的 角速度 为 w,. 

[ 解 ] 本 题 是 一 般 运动 问题 , 故 速度 及 加 速度 可 由 式 
(3.8.3) 及 式 (3. 8.4) 求 出 . 

取 螺 旋 桨 的 中 心 4 为 动 坐标 系 原点 ,其 单位 矢量 如 图 
3.8.4 所 示 , 则 当 飞机 转弯 时 ,整个 飞机 绕 上 转动 的 角速度 


为 wo= 卡 k, 故 螺旋 染 的 全 成 角 迷 度 为 


下 有 
w= oj (0 图 3.8.4 
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又 当 飞机 转弯 时 ,4 描绘 一 半径 为 R 的 水 平 圆周 , 故 4 的 速度 为 ,方向 沿 圆周 的 切线 ， 
即 了 的 方向 . 取 4 为 基点 ,由 式 (3. 8.3) , 知 螺旋 桨 尖端 B 的 速度 为 


v= +woxr 


= + (oi+ 冯 及 x (lsing + lcosg k) 
= oleosg i + V1 + 二 sing] j ~ wlsing k (2) 
2p 1 
而 v= [ei + (1 + sing) ] (3) 
这 是 8 点 速度 v 的 量 值 . 
现在 求 8 点 的 加 速度 a. 因 4 点 的 加 速度 a, 为- 


do_， ,了 怀 
而 出 
因为 常 矢量 , 故 
do 
de Ode 
二 - 4 
但 dh wo xj = Ri 
do 
4 入 on 
由 式 (3.8.4) , 知 有 点 的 加 速度 为 
dm 、， 
a=a td xr twx (wxr) 
dt 
2 y 
= i x (lsingi + lcosg k) 
+ (ov + 友 | x (wleosor 兴 sing 二 二 专电 | 
pp a 2Vel 
= (toling + Fing) + 让 cos@j - wilcosO k (5) 
[ Rh EACH ~ 由 
而 oo [ (reinor eing) ( cord) +(wileosg)’] (6) 


这 就 是 B 点 加 速度 a 的 量 值 . 
(2) 欧 拉动 力学 方程 
刚体 绕 定点 0 以 角速度 wm 转动 时 ,其 运动 方程 就 是 式 (2. 3.4) , 即 


式 中 了 是 刚体 绕 定点 0 转动 时 的 动量 矩 ,M 为 诸 外 力 对 0 点 的 主 矩 . 
动量 矩 /的 表达 式 ,我 们 在 $3. 5 中 已 经 求 出 . 为 了 写 出 它 的 分 量 表达 式 ， 
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我 们 总 是 选用 固着 在 刚体 上 并 和 刚体 一 起 转动 的 坐标 系 . 这 样 ,惯量 系数 1,,、 
1 1, 1 .1 都 是 常数 . 另外 ,为 了 消除 惯量 积 ,我 们 又 常 选用 0 点 上 的 惯量 
主轴 为 动 坐标 轴 , 于 是 动量 矩 就 简化 为 式 (3.5.21), 即 J,=1w,,J,=Jw,,J,= 
hw., 式 中 71 1 是 刚体 在 0 点 上 的 主 转动 惯量 ,而且 也 都 是 常数 . 

坐标 轴 既 然 随 着 刚体 一 起 转动 , 那 它 转动 的 角速度 就 应 等 于 刚体 的 角速度 
w. 如 先 把 动量 矩 矢量 J 和 跟随 刚体 一 起 转动 的 坐标 系 0-xyz 固着 在 一 起 ,和 式 
(3.2.6) 中 的 位 置 矢量 ~ 相仿 ,J 对 时 间 的 微 商 应 为 wxJ. 不 过 实际 上 J 相对 于 
0-xyz 也 在 发 生变 化 , 它 的 每 一 个 分 量 J.、J, 和 J. 都 是 时 间 的 函数 , 即 在 转动 坐 
标 系 中 它们 的 量 值 应 随 着 时 间 的 变化 而 变化 . 故 如 把 J 写 为 

了 =Ji+ 几 + 人 (3.8.5) 

则 了 对 时 间 的 微 商 由 上 述 两 部 分 合成 ,一 为 量 值 对 时 间 的 微 商 , 另 一 则 为 了 随 着 刚 
体 以 角速度 w 转动 时 它 对 时 间 的 微 商 wx J， 
故 


Yjithitik+oxy (3. 8.6) 


这 个 关系 ,对 任何 在 转动 坐标 系 中 的 矢量 都 适用 . 实际 上 ,这 时 我 们 是 从 固定 坐 
标 系 来 观测 矢量 对 时 间 的 微 商 的 , 即 式 (3. 8.6) 中 的 记 , 反 映 了 固定 坐标 系 中 看 


到 的 矢量 J 的 时 间 变 化 率 . 对 这 一 问题 ,我 们 在 第 四 章 里 还 要 作 更 详细 的 论述 . 
由 于 在 定点 运动 问题 中 我 们 都 是 用 固着 在 刚体 的 动 坐标 系 , 故 今后 常 将 字母 上 
的 撤 号 略 去 . 至 于 固定 在 空间 静止 参照 物 上 的 坐标 系 , 则 改 用 &,m, 等 来 代表 ， 
这 在 $3. 3 中 就 已 经 用 过 . 
因 J=how. ithow, jthow,k 

w=witw, jtw.k 

M=M.,i+M, j+M.k 
故 把 这 些 关 系 代入 式 (3. 8.6) 后 ,得 

Toitho, jtho, kt(o, ito, jto, k)x(T ow, ithw,j 
+hw, k)= M, it+M, j+M., k 


即 Do Ch) 


ho, - (0 -1)w.w, = M, (3.8.7) 


ho, ~ (1 一)osoy=H | 


这 就 是 刚体 绕 定 点 转动 的 动力 学 方程 ,通常 叫做 欧 拉 动力 学 方程 ,是 1776 年 欧 
拉 首 先 推 出 的 . 在 推导 过 程 中 ,他 作 了 两 次 简化 : (1) 用 固着 在 刚体 上 的 动 坐标 
系 ,以 使 六 个 惯量 系数 1 .jw \1.、1,, 、. 1 等 都 是 常数 ; (2) 取 用 0 点 上 的 惯量 
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主轴 为 动 坐标 系 的 坐标 轴 , 以 消去 惯量 积 1,、7,. 和 7... 这 样 做 的 结果 ,使 方程 组 
(3. 8.7) 中 多 出 了 (1,-1,)w, w, 等 项 . 但 如 果 取 用 固定 在 空间 的 坐标 系 , 则 所 有 惯 
量 系数 都 将 是 时 间 的 函数 ,而 且 惯量 积 1,, 1. 和 1., 亦 将 不 会 永远 为 零 ,问题 将 更 复 
杂 . 比较 起 来 ,我 们 认为 还 是 采用 欧 拉 所 建议 的 方法 为 好 . 当然 运动 最 后 还 是 要 从 
固定 坐标 系 来 观察 . 

三 个 欧 拉动 力学 方程 (3. 8.7) 和 三 个 欧 拉 运 动 学 方程 (3. 3.3) 合 并 起 来 ,就 
得 到 六 个 非 线性 常 微分 方程 . 如 果 从 这 一 方程 组 中 消去 w,、w, 和 w,, 就 能 得 到 
三 个 对 欧 拉 角 9.p .W 为 二 阶 的 常 微分 方程 . 从 理论 上 来 讲 ,我 们 解 这 三 个 微分 
方程 ,就 能 得 出 网 拉 角 6.p 水 和 时 间 上 的 关系 ,因而 也 就 确定 了 刚体 的 运动 情 
况 . 不 过 计算 还 是 很 繁 难 的 ,甚至 有 时 是 不 可 能 的 . 


(3) 机 械 能 守恒 定律 


车 作用 在 刚体 上 的 外 力 只 有 保守 力作 功 , 则 动能 7 和 势能 V 之 和 ,保持 为 
常数 , 即 T+V=E, 式 中 为 总 能 量 ,是 一 常数 ,这 就 是 机 械 能 守恒 定律 . 对 定点 转 
动 来 讲 , 如 果 选用 固着 在 刚体 上 的 惯量 主轴 为 坐标 轴 , 则 对 定点 0 的 动能 了 由 
式 (3.5.21) 给 出 ,而 机 械 能 守恒 定律 则 为 


Do tho + ho) +V=B (3.8.8) 


事实 上 ,机械 能 守恒 定律 式 (3. 8. 8 ) 也 可 由 式 (3.8.7) 推 出 ,所 以 在 解 刚 体 
作 定点 转动 的 问题 ,可 用 式 (3. 8.8) 来 代替 式 (3. 8.7) 中 的 任何 一 式 . 


“$3.9 重 刚体 绕 固定 点 转动 的 解 


(1) 几 种 可 解 情况 


在 $3.8 的 (2) 中 ,我 们 已 经 导出 了 刚体 作 定 点 转动 的 动力 学 方程 . 但 在 一 般 情况 下 ,M.、 
MM, 和 Wi, 本 身 是 上 0.9 水 ,ws ,wy 和 ww 的 函数 ,所 以 这 些 方程 的 积分 ,通常 非常 困难 . 

一 个 刚体 , 除 约 束 反 力 外 ,有 时 只 在 重力 作用 下 作 定点 转动 ,我们 把 这 种 刚体 叫 重 刚体 ， 
例如 陀螺 . 陀螺 下 端 和 地 面 接触 的 那 一 点 是 一 个 定点 . 

对 于 重 刚体 来 讲 , 也 只 有 在 有 限 几 种 特殊 情况 下 ,才能 求 出 它 的 分 析 解 . 这 些 特殊 情况 ， 
有 的 是 对 外 力矩 作 某 些 限制 ,有 的 是 对 刚体 的 形状 作 某 些 限制 . 到 现在 为 止 ,我 们 只 知道 下 列 
三 种 情况 可 以 有 解 , 即 

I. 欧 拉 - 潘 索 情况 ”刚体 因 惯 性 而 运动 ,这 时 外 力 的 合力 通过 固定 点 0, 在 重 刚体 的 特 
殊 情 况 下 ,固定 点 0 和 刚体 的 重心 6 相 重合 ,刚体 本 身 的 形状 , 则 没有 什么 限制 一 一 不 对 称 
陀螺 或 欧 拉 陀 螺 . 

了. 拉 格 朗 日 - 泊 松 情况 ”在 这 种 情况 下 ,对 固定 点 0 所 作 的 惯量 椭 球 是 一 旋转 椭 球 , 亦 
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即 /= 疡 关 六 ,至 于 刚体 的 重心 则 位 于 动力 对 称 轴 上 但 不 与 固定 点 重合 . 这 种 迅速 绕 对 称 轴 转 
动 的 刚体 叫做 回转 仪 ,也 叫 拉 格 朗 日 陀螺 或 简称 陀螺 . 

正 .C. B. 柯 凡 律 夫 斯 卡 雅 情况 ”在 这 一 情况 下 ,上 = 玉 =25 ,而 重心 则 在 惯量 椭 球 的 赤 
道 平 面 上 ,这 也 是 一 种 对 称 陀 螺 . 

下 面 ,我 们 将 对 前 两 种 的 求解 方法 , 作 扼要 的 介绍 ,至 于 最 后 一 种 则 不 拟 进行 深入 的 讨 
论 . 有 兴趣 者 可 参看 有 关 这 方面 的 书籍 . 


(2) 欧 拉 - 潘 索 情况 


在 本 情况 下 , 因 M,=M,=M.=0, 故 在 原则 上 ,可 从 式 (3. 8.7) 先 求 w, .wy 和 w,, 再 代 人 式 
(3.3.3) , 求 出 欧 拉 角 9.p wwW 为 时 间 :的 函数 . 详细 的 分 析 解 比较 完 长 ,而 且 要 用 到 椭圆 积分 
和 椭圆 函数 ,所 以 不 拟 详 述 . 实际 上 ,由 于 本 问题 的 特殊 性 , 式 (3. 8.7) 有 两 个 第 一 积分 很 容 
易 求 出 来 , 即 动量 矩 积分 和 能 量 积分 . 也 就 是 说 ,在 欧 拉 - 潘 索 情 况 中 ,动量 矩 和 动能 7 都 是 
常数 . 求 出 这 两 个 积分 比较 简单 ,将 作为 一 个 习题 , 留 给 读者 自己 去 证 明 . 

在 欧 拉 - 潘 索 情况 ,困难 之 处 在 于 刚体 本 身 的 形状 没有 任何 限制 ,因而 第 三 个 第 一 积分 
比较 难于 求 出 . 如 果 1 =/ ,问题 就 大 为 简单 . 地 球 是 一 个 扁平 球体 ,可 以 认为 1, =/,. 如 果 忽略 
太阳 与 月 球 对 地 球 的 引力 作用 , 则 地 球 的 自转 ,就 可 认为 是 重 刚体 绕 定点 (地 球 的 中 心 ) 的 转 
动 问题 ,因此 属于 欧 拉 - 潘 索 情况 . 我 们 现在 就 以 地 球 的 自转 问题 作为 欧 拉 - 当 索 情况 的 特 
例 , 来 说 明 这 种 情况 的 求解 方法 . 

既然 地 球 的 中 心 相当 于 固定 点 , 故 取 为 坐标 原点 ,并 以 : 轴 与 地 球 的 对 称 轴 相 合 . 因 1 = 
12,M,=M,=M,=0, 故 由 式 (3. 8.7) ,得 地 球 自转 的 动力 学 方程 为 


Le, - (hh -bh)w,w,=0. 


wo,- (hh -Il)ww,=0 (3.9.1) 
1ao. = 0 
将 第 三 式 积分 ,得 
w= 和 = 常数 (3.9.2) 
即 地 球 的 转动 角速度 沿 着 对 称 轴 的 分 量 是 一 常数 . 把 式 (3. 9. 2) 的 关系 代入 式 (3.9. 1) 的 前 
两 式 中 ,得 


总 (全 多 wo -mw 


pe (3.9.3) 
,= {3 w. 1 = num。 
uf 
其 中 n= 了 一 ,对 式 (3.9.3) 第 一 式 再 微 商 一 次 后 可 得 
及 = -na，= - mo。 (3.9.4) 
式 (3.9.4) 是 熟知 的 谐振 动 方程 , 故 由 其 通 解 可 得 出 
w, = wocos(nt + 8) 
} (3.9.5) 
w, = wosin(nt + e) 
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式 中 wo 及 = 是 两 个 积分 常数 ,由 起 始 条 件 决 定 . 由 (3.9.2) 及 (3.9.5) 两 式 , 知 地 球 自转 的 总 
角速度 的 量 值 为 (人 +w3) 半 ,是 一 个 常数 ,但 总 角速度 的 方向 则 绕 着 对 称 轴 0z 作 匀 速 转动 ， 
且 描绘 一 圆锥 体 ,0z 为 此 圆锥 体 的 轴线 ,其 周期 则 为 


_ 2m _2r _h 
所 证 二 所 


由 上 面 的 计算 可 以 看 出 : 我 们 已 经 把 式 (3. 9. 1) 的 三 个 第 一 积分 全 部 求 了 出 来 ,现在 可 
进一步 求 运动 规律 , 即 g,p 尿 ,与 上 的 关系 . 因 M=0, 故 动量 矩 了 在 固定 坐标 系 S 中 是 一 常 矢 
量 , 我 们 可 取 此 矢量 的 方向 为 固定 坐标 系 $S 系 的 4《 轴 , 于 是 J 和 《 轴 及 代表 进 动 角速度 的 矢 
量 p 大 ,三 者 在 同一 直线 上 , 故 了 在 动 坐 标 系 中 的 方向 余弦 ,就 是 式 (3.3.3) 中 9 前 面 的 乘 
数 . 由 此 得 / 在 动 坐标 系 S' 中 的 三 轴线 上 的 分 量 是 

人 = Jsinbsiny = 1,w, 
J, = Jsingcosy = 1,w, (3.9.7) 
了 = Jeos0 = how, = 10 

因 了 的 量 值 也 是 常数 , 故 由 式 (3.9.7) 中 的 第 三 式 , 知 9=0。 = 常数 . 而 由 式 (3.9.5) 及 (3. 

9.7) ,又 可 得 


(3.9.6) 


Vsing = hwo, y= (n+e) (3.9.8) 


再 以 w, 与 少 的 数值 (各 为 2 及 -n) 代 入 式 (3.3.3) 中 的 第 三 方程 ,并 积分 ,得 
9 = sectoA( QD +n)t+oy, (3.9.9) 
因此 ,根据 式 (3.9.8) 和 (3.9.9) , 知 为 一 常数 ,而 与 少 缘 为 时 间 :的 函数 . 此 时 地 球 


除 绕 : 轴 自转 外 ,还 有 绕 $ 轴 的 角速度 w , 即 = 轴 并 不 是 固定 不 动 
的 ,而 是 绕 着 # 轴 进 动 . 因 ¢ 轴 和 := 轴 之 问 的 夹 角 6=b 保持 不 变 ,所 
以 这 种 进 动 叫做 规则 进 动 @. 此 时 刚体 的 瞬时 角速度 w 为 绕 上 轴 的 


9 及 绕 z= 轴 的 少 两 者 的 矢量 和 ,如 图 3.9. 1 所 示 ( 未 按 比 例 绘制 ) ， 
这 时 六 >1 

这 样 ,地 球 自转 问题 的 分 析 解 ,就 全 部 获得 . 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 : 地 球 自转 的 转动 瞬 轴 ,并 不 国定 于 地 
球 . 我 们 通常 把 地 球 的 转动 爵 轴 (w 方向 ) 叫 做 天 文 地 轴 , 而 把 地 球 
的 对 称 轴 z 叫做 地 理 地 轴 , 所 以 ,从 地 球 上 看 天 文 地 轴 绕 着 地 理 地 


轴 转 动因 地 球 的 1 近似 地 等 于 300, 而 2 了 则 近似 地 等 于 1 图 3.9.1 

5 

(日 ) , 故 由 式 (3.9.6) , 知 天 文 地 轴 绕 地 理 地 轴 转 动 的 周期 约 为 300 d, 即 10 个 月 . 这 种 现象 ， 
在 天 文学 上 叫做 纬度 变迁 . 


由 于 太阳 和 月 球 对 地 球 的 引力 不 能 忽略 ,因而 产生 了 一 不 等 于 零 的 力矩 ,同时 地 球 又 不 
是 绝对 的 刚体 , 故 上 述 的 计算 只 具有 近似 的 程度 . 实测 出 来 的 纬度 变迁 的 周期 约 为 14 个 月 . 


名 ”参看 本 节 (3) 中 的 附注 . 
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由 于 外 力矩 不 等 于 零 , 故 地 球 的 自转 问题 ,实际 上 属于 拉 格 朗 日 - 泊 松 的 情况 ,参看 本 节 中 的 
(3). 

虽然 在 一 般 情形 下 ( 即 1 关 1,1,) 的 欧 拉 - 潘 索 情况 的 分 析 解 ,比较 繁 难 ,但 潘 索 改 用 了 
几何 方法 ,很 容易 地 说 明了 它 的 运动 图 象 . 下 面 ,我 们 就 来 介绍 潘 索 的 几何 方法 . 

取 固 定点 0( 即 中 心 6) 上 的 惯量 主轴 为 动 坐标 轴 , 因 而 惯量 椭 球 的 方程 将 是 

Le +hy +hr=1 

如 转动 瞬 轴 和 惯量 椭 球 的 交点 为 P( 潘 索 把 这 点 叫做 极 ) ,并 且 用 p 代表 极 P 对 固定 点 0 的 
矢 径 (图 3.9.2), 则 


0F =p=pe (3.9.10) 
此 时 w 在 动量 矩 方向 上 的 投影 为 一 常量 ,这 是 因为 在 本 问题 中 
动能 7 和 J 的 量 值 都 是 常量 , 故 
了 ww.7_27 


= 本 -多 = 常数 (3.9.11) 


另 一 方面 ,p 的 长 度 和 的 量 值 成 正比 . 这 是 因为 ,由 式 (3.9. 10)， 
我 们 有 


x =p 竺 ， 7=p 之 ， := 从 (3.9.12) 
把 这 些 关系 代入 惯量 椭 球 的 方程 [ 式 (3. 5.20) ] 中 ,得 


: 
Eo + ho +hw) =1 
w 

因 动 能 了 = 二 (w+ hw? + ho) = 上 = 常数 


故 


即 p 与 成 比例 . 
现在 让 我 们 来 求 和 惯量 椭 球 在 极 P 相 切 的 平面 方程 . 如 令 (x,y,z) 代表 极 P( 也 就 是 切 
点 ) 的 坐标 ,而 令 (X,Y,Z) 代 表 流 动 坐标 , 则 此 切面 方程 ,由 解析 几何 知 为 
DxX + lyY+hzZ = 1 (3.9.14) 


(3.9.13) 


把 式 (3.9.12) 中 的 (*,y,z) 的 值 代入 式 (3.9.14) ,并 利用 式 (3.9. 13) 消 去 所 ,得 


hoX+ho,Y+hw,Z- VIh =0 
改 为 法 线形 式 ,得 
Do,X + Po + ho.Z /3k 


.=0 
Vo + Ror + Bo! Dos + ho, + Bo: 
lox hory ,hoz _ VR - 
即 0 (3.9.15) 
此 平面 的 法 线 方向 余弦 和 J 的 方向 余弦 相同 ,平面 离 固定 点 0 的 距离 (00') 为 
8 = 光环 - 常量 (3.9.16) 


刘 
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故此 平面 恒 与 了 垂直 , 且 与 固定 点 0 保持 恒定 的 距离 (参看 图 3. 9.2) , 潘 索 把 这 个 平面 叫做 
不 变 平面 ,并 以 7 表示 . 故 和 刚体 相 联 的 中 心 惯量 椭 球 总 在 极 P 处 与 7 相 切 . 因 P 在 w 上 , 故 
忆 点 的 速度 为 零 . 因而 刚体 绕 固定 点 的 惯性 运动 ( 因 M=0) 等 于 中 心 惯 量 糖 球 无 滑动 地 在 不 
变 平面 上 滚动 ,和 椭 球 相连 的 刚体 随 着 椭 球 一 齐 运动 .P 在 椭 球 上 所 画 出 的 轨迹 为 本 体 极 迹 ， 
而 在 不 变 平 面 7 上 所 画 出 的 则 为 空间 极 迹 . 至 于 转动 朋 轴 OP 所 描 出 的 则 为 本 体 极 面 和 空间 
极 面 . 


(3) 拉 格 朗 日 - 泊 松 情况 


在 这 一 情况 下 , 因 MW.,HW,， 和 所 .一般 不 全 为 零 ,而 且 含 有 欧 拉 角 g,e 和 少 , 故 式 (3.8.7) 
和 (3.3.3) 不 能 分 开 计 算 ,而 要 联合 求解. 

在 图 3.9. 3 中 , 令 动 系 S' 系 的 = 轴 与 陀螺 的 对 称 轴 重 合 ,固定 点 与 定 系 S 系 及 S' 系 的 原 
点 0 重合 . 如 陀螺 的 重心 在 6, 且 长 度 0G=1, 则 作用 在 刚体 
上 的 外 力 ,就 是 重力 -mgK,KK 为 ¢ 轴 上 的 单位 矢量 ,m 是 刚 
体 的 质量 ,重力 对 0 点 的 力矩 则 为 

M=Ilkx(-mgK) =-mglk xKk 
由 $3.3, 知 有 与 进 动 角速度 同方 向 , 故 得 
K =singsiny i + singcosy j + cosg 大 
而 外 力矩 M 在 S' 坐 标 系 中 的 表达 式 为 
M = mgl(singcosy i ~ singsingy j) (3.9.17) 
因此 ,由 式 (3. 8.7) ,得 对 称 陀螺 的 运动 方程 为 


No, - (1 -hh)w,w, = mglsingcosy 


16, ~ (hh -1)w,w, = - mealsingsiny (9-9: 18) 

ho = 0 

将 式 (3.9. 18) 中 的 第 三 式 积分 ,得 
w= peosg + 几 = 5( 常 量 ) (3.9.19) 


这 表明 陀螺 沿 着 它 的 对 称 轴 的 分 角速度 是 不 变 的 . 
用 w, 乘 式 (3. 9. 18) 中 的 第 一 式 ,w, 乘 第 二 式 ,w, 乘 第 三 式 ,并 相 加 ,然后 再 将 式 
(3.3.3) 中 的 w, 和 w, 的 表示 式 代入 所 得 方程 的 右 端 , 则 得 
Do,w, + h 0,0, + ho,w, = mgldsing 
积分 ,得 
到 CO + hw +hw:) + mglcosg = E (3.9.20) 
这 实际 上 就 是 陀螺 的 能 量 积分 ( 因 重 力 是 保守 力 ) , 式 中 已 为 总 能 ,是 一 常量 . 如 再 将 式 
(3.3.3) 中 的 w, .w, 的 表示 式 及 式 (3.9. 19) 中 的 w, 的 值 代入 式 (3.9. 20) 中 , 则 可 得 
(O° + y'sin’g) + Ls = 2(E - mgleos0) (3.9.21) 
式 (3.9.19) 及 (3.9. 21) 就 是 陀螺 的 两 个 第 一 积分 ,现在 还 要 再 找 出 它 的 另 一 个 第 一 积 
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分 .我 们 可 以 不 必 从 运动 方程 (3. 9. 18 ) 推导 ,而 是 直接 根据 物理 概念 来 考虑 : 陀螺 的 重量 
mgK 与 < 轴 平 行 ,对 7 轴 的 力矩 为 零 ,因而 动量 矩 了 在 这 个 方向 上 的 分 量 必定 是 一 个 常数 . 故 
JE = a = 常数 

把 天 及 了 的 值 代入 ,得 
(hoitho,j + ho.k). (singsiny i + singcosy j + cos0 k) = a 
把 式 (3.3.3) 代 入 并 整理 ,得 
psinzg + Discosb = a (3.9.22) 
这 就 是 我 们 所 要 求 的 第 三 个 第 一 积分 . 现在 ,陀螺 运动 方程 的 三 个 第 一 积分 都 已 求 出 ,问题 归 
结 为 如 何 求 陀螺 的 运动 规律 了 . 
令 hs=B,eosbg=x, 并 用 sin*9 乘 式 (3.9.21) ,然后 由 式 (3.9.22) 解 出 8 ,再 把 它 代 人 式 
《3.9.21) 中 , 则 稍 加 整理 后 ,可 得 
[> | + -0) = 2(E- mglz) (1 - x) (3.9.23) 


我 们 把 它 写 为 
x? =/(x) 
其 中 


: 
AD = (2 -EB -2mgl) (1 -#) - (A 


这 是 x 的 三 次 多 项 式 , 其 图 形 约 如 图 3. 9. 4 所 示 . 此 函数 有 三 个 实 根 x, x, 及 x, 且 -1<x, <x; 
<1l<xs( 在 特殊 情况 下 ,可 有 一 个 或 多 个 等 号 代替 不 等 号 ). 因此 


= Es -sa)(z -ma)(z -aa) (3.9.24) 


图 3.9.4 


经 过 变数 变换 后 ,可 把 式 (3.9.24) 化 为 椭圆 积分 , 故 cosg=x 可 用 :的 椭圆 函数 表 出 , 而 


由 (3.9.22) 及 (3.9.19) 两 式 又 可 解 出 8p 及 少 为 * 的 函数 如 下 : 
b= y=E -ry (3.9.25) 
关 


Us) 
故 只 要 x( 即 9) 与 + 的 关系 为 已 知 , 则 gp 及 少 与 上 的 关系 就 可 由 (3.9. 25) 的 两 式 求 出 ,因而 陀 
螺 的 运动 可 以 完全 确定 . p 随 :的 改变 叫做 进 动 (z 轴 绕 ¢ 轴 转 ) ,而 9 随 : 的 改变 (z 轴 上 下 站 
动 ) 则 叫 章 动 . 故 陀螺 运动 时 ,在 : 轴 绕 ¢ 轴 作 进 动 的 过 程 中 ,还 伴 有 上 下 苏 动 的 章 动 , 即 9 在 
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91(*=z ) 与 0,(x=x,) 之 间 来 回 摆动 . 但 这 种 章 动 在 高 速 自转 的 陀螺 里 是 比较 微小 的 , 非 经 仔 
细 观 察 ,难于 发 现 ,所 以 我 们 常 把 伴 有 微小 章 动 的 进 动 ,叫做 厢 规 则 进 动 ,以 别 于 前 面 (2) 节 
所 讲 的 规则 进 动 . 

在 前 面 已 经 提 到 ,太阳 和 月 球 ( 当然 ,还 有 其 他 的 星体 ) 对 地 球 的 引力 的 合力 矩 不 等 于 
零 , 因 而 地 球 的 自转 轴 也 和 陀螺 的 自转 轴 一 样 ,在 空间 产生 了 进 动 与 章 动 0. 进 动 的 周期 很 
长 , 约 为 25 800 年 , 章 动 周期 则 约 为 19 年 , 因 我 国 古代 的 历法 以 19 年 为 一 章 故 称 章 动 . 天 文 
学 上 把 地 球 的 赤道 平面 向 天 穹 伸延 与 黄道 ( 地球 公转 的 轨道 ) 的 交点 叫做 春分 点 与 秋分 点 . 
因 地 轴 垂直 于 赤道 平面 ,地 轴 既 在 进 动 ,赤道 平面 也 在 空间 改变 取向 ,因而 春分 点 与 秋分 点 也 
就 逐年 有 所 改变 . 这 种 现象 ,叫做 岁差 . 早 在 晋 代 ,我 国 宕 喜 已 经 发 现 . 

总 之 ,前 面 (2) (3) 两 部 分 中 所 讲 的 两 种 情况 [第 (3 ) 种 情况 也 是 这 样 ] 之 所 以 有 解 ,是 
因为 首先 能 找到 三 个 独立 的 第 一 积分 . 后 来 ,于 松 (1905 年 ) 及 波 加 梯 (1910 年 ) 等 人 曾 证 明 ， 
除了 上 述 的 三 种 情况 而 外 ,在 任意 的 起 始 条 件 下 ,不 能 找 出 除 能 量 积分 及 动量 矩 积 分 以 外 的 
第 三 个 第 一 积分 . 


(4) 高 速 转 动物 体 的 回转 效应 


一 个 均匀 物体 绕 着 它 的 对 称 轴 以 很 大 角速度 转动 同时 又 没有 初始 进 动 角速度 时 ,如果 不 
受 外 力矩 的 作用 ,那么 由 于 惯性 关系 ,这 个 物体 转动 轴 的 方向 保持 不 变 , 即 角速度 的 方向 保持 
不 变 . 这 一 性 质 , 在 技术 上 得 到 很 多 应 用 . 例如 ,鱼雷 里 通常 装 有 用 电动 机 带动 的 回转 仪 . 当 鱼 
雷 因 风浪 或 其 他 原因 改变 方向 时 ,因为 无 外 力矩 的 作用 ,回转 仪 的 转动 轴 是 不 会 改变 方向 的 . 
这 时 ,回转 仪 的 转动 轴 和 鱼雷 的 纵 轴 之 间 就 发 生 了 偏差 ,这 样 ,就 可 以 开动 某 些 辅助 器 械 , 改 
变通 的 方向 ,使 鱼雷 回复 到 原来 的 航向 . 火箭 里 面 也 同样 可 以 装 上 回转 仪 来 保持 航向 ,并 用 改 
变 喷气 方向 的 方法 来 校正 航向 . 所 以 ,快速 转动 的 回转 仪 ,可 以 作为 自动 导航 之 用 . 

另 一 方面 , 当 对 称 陀螺 绕 着 它 的 对 称 轴 快 速 转动 时 ,如果 受 有 外 力矩 的 作用 (图 3.9.3) ， 
那么 它 表 现 的 性 质 ,也 非常 奇特 . 在 图 3. 9. 3 中 ,重力 矩 M 按理 是 应 当 使 陀螺 向 下 倾倒 ,但 根 
据 本 节 (3) 中 的 计算 , 知 陀螺 并 不 倾倒 ,只 是 它 的 对 称 轴 0z 绕 着 竖 直 轴 0¢ 进 动 ( 章 动 很 小 ， 
可 以 忽略 不 计 ). 这 一 奇特 现象 具有 重要 的 意义 . 当 一 对 称 陀螺 绕 着 它 的 对 称 轴 以 很 大 的 角 
速度 转动 时 , 它 并 不 按照 外 力矩 的 “意志 "行事 . 当 外 力矩 要 使 它 向 下 ( 上) 运动 时 , 它 却 表现 
出 向 右 ( 左 ) 的 运动 ;而 当 外 力矩 要 使 它 向 右 ( 左 ) 运 动 时 , 它 却 偏 要 向 下 ( 上) 运动. 这 种 现 
象 ,叫做 回转 效应 . 

在 日 常生 活 中 经 常 可 以 碰 到 回转 效应 . 小孩 玩 的 陀螺 ,就 是 最 明显 的 一 个 例证 . 当 它 快 速 
转动 时 , 它 并 不 因为 受 有 外 力矩 (重力 矩 ) 的 作用 而 倾倒 ,一 直 要 等 到 它 的 角速度 变 得 很 小 时 
(由 于 摩擦 关系 ) 才 会 倾倒 下 来 . 行驶 得 很 快 的 自行 车 能 够 保持 稳定 ,也 是 由 于 这 个 原故 . 

在 技术 上 ,回转 效应 也 有 很 多 应 用 . 例如 炮 简 (或 枪 管 ) 内 部 刻 有 螺旋 式 的 来 复线 ,使 炮 
弹 ( 或 枪弹 ) 射 出 时 已 经 绕 着 自己 的 对 称 轴 快速 旋转 ,成 为 一 个 回转 仪 . 由 于 回转 效应 , 它 不 
会 在 空气 阻力 R 的 作用 下 翻 * 筋 斗 " ,而 是 产生 进 动 ,使 炮弹 (或 子弹 ) 的 轴线 始终 与 其 前 进 方 


中 天 文学 上 所 讲 的 进 动 , 指 的 都 是 夺 规 则 进 动 , 即 地 球 的 自转 轴 绕 着 黄道 平面 的 法 线 作 伴 有 章 动 
的 进 动 . 而 本 节 (2) 中 所 讲 的 进 动 . 则 是 欧 拉 从 天 文学 中 借用 的 . 
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向 保持 不 太 大 的 偏离 . 其 他 如 回转 罗盘 、 列 车 的 稳定 问题 以 及 轮船 上 装 的 回转 稳定 器 等 ,也 都 
要 用 到 回转 效应 . 

事物 都 是 一 分 为 二 的 ,在 快速 转动 的 部 件 上 ,回转 效应 所 产生 的 力矩 ( 叫 回转 力矩 ) ,将 
给 轴承 以 很 大 的 附加 压力 . 例如 ,轮船 上 都 装 有 巨大 的 涡轮 机 , 它 在 水 平面 内 绕 着 对 称 轴 以 很 
大 角速度 w, 转动 , 当 轮船 以 角速度 ws 转弯 时 ,等 于 涡轮 机 的 轴 以 角速度 w, 进 动 . 故 轮船 一 
般 不 应 很 快 地 转弯 ,以 免 附 加 压力 过 大 ,毁坏 涡轮 机 的 轴承 . 


“$3.10 拉 莫 尔 进 动 


(1) 拉 莫 尔 频率 


$3.9 中 (3) 的 讨论 说 明 , 在 重力 场 中 ,对 称 陀螺 的 运动 是 很 复杂 的 . 相反 ,在 匀 强 磁场 
中 ,一 个 旋转 着 的 带电 物体 的 运动 则 比较 简单 ,这 在 原子 物理 学 中 ,又 是 一 个 非常 重要 的 问 
题 . 

根据 动量 和 矩 定理 ,我 们 知道 


山 - 
= (3.10.1) 


式 中 了 是 物体 对 某 点 的 动量 矩 ,而 M 则 为 作用 在 物体 上 的 外 力 对 同一 点 的 力矩 ， 

对 于 在 匀 强 磁场 有 中 运动 的 电子 来 讲 , 它 所 受到 的 外 力矩 M 为 

M=p.xB (3.10.2) 

式 中 p。 是 磁 矩 . 

让 我 们 先 从 简单 的 情况 来 计算 p。. 我 们 知道 : 在 闭合 轨道 上 转动 的 电子 是 一 环 状 电流 、 
它 在 磁场 中 的 行为 像 一 个 磁 偶 极 子 . 根据 电磁 学 中 的 熟知 公式 , 磁 矩 p, 的 量 值 为 p,, =i4, 式 
中 i 是 电流 强度 ,4 为 被 电流 所 包围 的 面积 . 如 果 令 w 代表 电荷 为 e 的 电子 沿 着 半径 为 :的 圆 
形 轨道 转动 时 的 角速度 , 则 


故 pe = enr = mre (3. 10.3) 
m 


或 
pe = 7) (3.10.4) 
所 以 磁 矩 P。 和 动量 矩 / 之 间 有 一 定 的 关系 存在 . 这 个 关系 ,对 带电 物体 来 讲 , 也 仍然 正确 . 
设 带 电 物体 由 具有 相同 比 荷 三 的 质点 所 组 成 , 则 当 物体 转动 时 ,其 中 电荷 形成 的 电流 分 
布 将 与 磁场 发 生 作用 . 如 为 匀 强 磁场 , 则 物体 所 受 的 合力 为 零 , 但 对 其 转动 中 心 的 合力 矩 则 并 
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不 为 零 . 对 永久 磁 偶 极 子 ( 即 磁 矩 的 量 值 与 物体 的 取向 无 关 ) 来 讲 , 磁 矩 与 外 力矩 之 间 的 关系 
仍 由 式 (3. 10.2) 给 出 . 而 对 任何 分 布 的 电流 ,其 磁 矩 P。 为 


pe = 二 [rxjar (3. 10. 5) 
式 中 j 是 电流 密度 , 但 电流 密度 可 用 电荷 密度 与 速度 的 乘积 来 代替 ,而 电荷 密度 又 可 用 质量 
密度 及 比 荷 所 的 乘积 代替 , 即 


A 3. 10. 
j= pn (3.10.6) 


这 样 一 来 , 式 (3. 10.5) 就 可 改写 为 


p, = 到 |xordr (3.10.7) 


式 (3. 10.7) 中 的 积分 式 是 物体 的 总 动量 矩 , 即 了 , 故 磁 矩 与 动量 矩 之 间 仍 遵守 式 (3. 10.4) 所 
给 出 的 关系 (至 少 在 经 典 力学 中 是 如 此 ) : 


pa = 357 
m 
把 式 (3. 10.4) 的 p。 代入 式 (3.10.2) 中 ,得 
M = 半 J xx 有 (3.10.8) 
2m 
再 把 式 (3. 10.8) 代 入 式 (3. 10.1) 中 ,最 后 得 到 
Ye = = 四 
/x*8 =- 知 xJ (3.10.9) 


把 式 (3. 10.9) 和 式 (3.8.6) 相 比较 , 知 这 时 了 的 量 值 不 变 , 但 方向 则 并 不 固定 ( 相对 于 固 

定 系 而 言 ), 即 了 在 空间 绕 着 B 的 方向 转 ,转动 的 角速度 则 为 
mi =- (3. 10. 10) 

这 项 现象 ,和 陀螺 高 速 转动 时 的 进 动 现象 相似 ,所 以 叫做 拉 莫 尔 进 动 , 即 匀 强 磁场 对 遵守 (3. 
10. 2) 的 带电 物体 (或 质点 ) 来 讲 , 是 使 它 的 动量 矩 矢量 了 绕 着 至 以 匀 
角 速 w, 进 动 , 故 w, 叫 拉 莫 尔 频率 . 由 于 电子 带 负电 , 故 J 绕 B 进 动 
的 方向 是 逆 时 针 的 (图 3. 10. 1). 

顺便 指出 : 拉 莫 尔 进 动 对 带电 物体 和 单个 电子 都 适用 ,但 带电 物 
体 必 须 由 具有 相同 比 荷 的 质点 所 组 成 ,不 一 定 限于 刚体 . 另外 ,积分 
式 (3. 10.7) 对 任何 坐标 系 都 适用 ,只 要 质心 是 静止 的 . 


(2) 核磁 共振 


质子 具有 重子 化 的 自 旋 角 动量 J,, 这 个 自 旋 质 子 在 外 磁场 8 中 ， 
也 绕 着 外 磁场 的 方向 进 动 ,其 进 动 角 频 率 常 写 为 [ 试 与 (3. 10. 10) 及 图 3.10.1 
《3. 10.4) 相 比较 ] : 


ww, = ~ (3.10.10) 
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认 


式 中 p。 是 质子 的 磁 和 矩 . 

任何 一 个 作 周期 运动 的 系统 ,如 果 受 到 周期 性 外 力 的 作用 , 若 外 力 的 频率 和 这 个 运动 系 
统 的 频率 相同 ,就 会 发 生 共振 . 对 于 质子 来 讲 , 我 们 常用 一 个 很 小 的 交 变 磁场 B' 作 为 进 动 质 
子 的 “外 力 ”. 使 B' 与 稳定 磁场 B 相 正 交 , 至 于 它们 振幅 的 典型 值 , 则 相差 很 大 ,通常 为 1 与 
5 000 之 比 , 故 合成 磁场 的 振荡 角 是 非常 小 的 . 逐渐 改变 这 个 扰动 磁场 的 角 频 率 wo ,直至 wo = 


5 时 ,就 发 生 了 共振 ,这 时 许多 自 旋 质 子 吸收 能 量 ,在 外 磁场 中 有 倒转 过 来 的 趋向 ,可 用 专 


门 的 电子 学 技术 检查 出 来 . 这 项 现象 叫做 核磁 共振 ,是 显示 原子 核磁 性 的 一 种 最 简便 的 方法 ， 
并 可 用 来 测定 质子 的 磁 矩 . 这 个 核磁 共振 技术 是 1946 年 普 塞 耳 和 布 洛 赫 各 自 独立 发 现 的 . 


小 结 
工 . 刚体 各 种 可 能 的 运动 
1. 平 动 一 一 刚体 各 点 的 速度 及 加 速度 相同 ,但 不 一 定 是 直线 运动 . 平 动 有 三 个 独立 变 
量 , 与 质点 同 . 
2， 定 轴 转 动 一 一 转动 轴 上 诸 点 不 动 ,其 他 各 点 都 绕 轴线 上 某 点 作 圆 周 运动 . 定 轴 转 动 只 
有 一 个 独立 变量 . 


3. 平行 于 一 平面 的 运动 一 一 各 点 均 始终 在 平行 于 某 固定 平面 的 平面 内 运动 . 可 分 解 为 
平 动 及 定 轴 转 动 的 组 合 , 故 有 三 个 独立 变量 . 

4. 定点 转动 一 一 在 运动 中 ,刚体 内 只 有 一 点 始终 保持 不 动 , 故 也 有 三 个 独立 变量 . 

5. 一 般 运 动 一 一 可 视 为 平 动 与 定点 转动 的 合成 ,有 六 个 独立 变量 . 

用. 角速度 矢量 

1， 有 限 转动 一 一 两 个 不 同时 的 有 限 转 动 ,不 遵守 矢量 加 法 的 对 易 律 . 

2. 无 限 小 转动 一 一 两 个 不 同时 的 无 限 小 转动 ,遵守 矢量 加 法 的 对 易 律 , 即 

An+An’ = Am' + Am 


.角速度 相 加 也 遵守 上 述 对 易 律 , 故 角速度 是 矢量 , 且 w= dm. 


dt 
线 速度 与 角速度 之 间 的 关系 pn= wxr. 
， 欧 拉 角 
: 欧 拉 角 9,9, 少 是 描写 刚体 作 定点 转动 时 的 三 个 独立 变量 . 
， 欧 拉 运 动 学 方程 


» 


hb = 上 四 上 


w, = psingsiny + bcosy 
w, = psingcosy - bsiny 
w= peosb + 消 

V. 刚体 运动 微分 方程 与 平衡 方程 


1. 力 系 的 简化 一 一 空间 的 任意 力 系 总 可 化 为 通过 某 一 点 (简化 中 心 ) 的 一 个 力 忆 及 力 
偶 矩 为 M 的 一 个 力 偶 . 
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2. 刚体 运动 微分 方程 
a. 质心 运动 定理 m7。= S Fi"=P 


b. 动量 甜 定理。 这 = (对 定点 或 对 质心 ) 

< 动能 定理 d7= ST Fn .dr 

4 进行 解 算 时 ,我 们 可 用 动能 定理 来 代 蔡 质 心 运动 定理 与 动量 矩 定理 中 的 一 个 分 量 式 . 
3. 刚体 平衡 方 各 


V. 转动 惯量 

1， 刚 体 绕 一 直线 的 转动 惯量 

je 或 /= | dm 或 1=m , 式 忠 为 自 质点 m 至 转动 轴线 的 垂直 距离 ,k 为 回 
转 半 径 . 也 可 写 为 

1=1 oa +),, Br +l, y ~21,, By-21,ya-21,apB 
式 中 
人 = + 了 )dm,1，= fz + )dm,l, = et)dm 
叫做 刚体 对 * 轴 \y 轴 及 = 和 轴 的 轴 转 动 惯 量 ,而 
1 =1, = Padm,, = 人, = dm = /= Jodm 

叫做 惯量 积 . a,B,y 为 转动 轴线 的 方向 余弦 . 

2. 惯 司 椭 球 与 惯量 主轴 

a 惯量 椭 球 方程 

T+, + 2.72-21,ax-21 ,xy= 
b， 选取 惯量 椭 球 主轴 为 坐标 轴 , 惯 量 积 全 部 等 于 零 ,这 些 轴 叫 做 惯量 主轴 . 
3. 均匀 刚体 的 对 称 轴 就 是 惯量 主轴 


VY. 刚体 的 动量 矩 及 转动 动能 一 一 以 定点 0 或 质心 C 上 的 惯量 主轴 为 坐标 轴 时 
1 i jt k=h 0, ithow, jthow, k 


口 


7= 二 ( 下 4 


岂 . 定 轴 转 动 
1. 运动 学 
a， 刚体 内 一 点 的 线 速度 
v=Riw 
R, 是 刚体 内 某 质 点 到 转动 轴 的 垂直 距离 . 
b. 刚体 内 一 点 的 加 速度 
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ou = 五 = Rw = wo 
le 

2. 动力 学 

a 动量 矩 定理 M6 -La 

b 机械能 守恒 定律 ltV=E 

c。 附 加 压力 


由 于 转动 ,在 轴 上 产生 了 附加 压力 , 且 当 主动 力 全 部 为 零 时 , 它 也 并 不 等 于 零 ,和 静 压 力 
不 同 , 常 称 为 动 压力 . 

d 自由 转动 轴 

只 当 转 动 轴 通 过 刚体 的 重心 , 且 为 惯量 主轴 时 ,附加 压力 才 等 于 零 , 这 轴 叫 自由 转动 轴 . 

好 . 平面 平行 运动 

1. 运动 学 

a， 刚体 作 平 面 平行 运动 时 可 用 一 截面 来 代表 , 且 可 把 运动 分 解 为 随 基 点 4 的 平 动 加 上 
绕 通过 4 且 垂直 于 固定 平面 的 轴线 的 定 轴 转 动 . 


， do、，， ，: 
bu=a+@xr'， a=a+ exr' -rw 


dt 
c. 转动 姐 心 一 一 在 任 一 瞬时 ,薄片 上 速度 v 为 零 的 那 一 点 . 它 在 薄片 上 的 轨迹 叫 本 体 极 
迹 ,在 固定 平面 上 的 轨迹 叫 空 间 极 迹 . 
2. 动力 学 
a, 质心 运动 定理 
mcsp,, mye=F, 
b. 动量 矩 定理 ( 相对 于 质心 ) 
1w =1, a=M, 


c. 机 械 能 守恒 定律 Loss 


d. 要 加 入 约束 方程 ,才能 求解 , 因 上 述 四 个 方程 中 只 有 三 个 是 互相 独立 的 ,而 上 述 诸 方 
程 中 所 含 的 约束 反作用 力 又 是 未 知 的 . 


定点 转动 时 ,角速度 矢量 w 虽 通 过 定点 0, 但 它 在 空间 的 取向 , 却 随时 间 而 改变 , 故 称 这 
种 转动 轴 为 转动 瞬 轴 . 它 在 空间 描绘 一 顶点 在 0 的 锥 面 叫 空间 极 击 ,在 刚体 内 所 描绘 的 锥 面 
则 叫 本 体 极 面 . 

b. 刚体 内 一 点 的 速度 及 加 速度 


=xr， axrrax(wxr) 


2. 动力 学 
a. 欧 拉动 力学 方程 
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ho.-(h-h)o,w,=M, 
Lo ,hh ) .0,=M, 
Lo .hh) ow,=M. 
b. 机 械 能 守 便 定律 一 一 可 代替 欧 拉 方程 中 任 一 式 , 其 具体 形式 为 
Uo + hw +hw)+V=B 


" X。 重 刚体 绕 固定 点 转动 的 解 
1. 欧 拉 - 潘 索 情况 
Mi, = 咱 , =4W.=0, 刚 体形 状 可 无 限制 . 
2. 拉 格 朗 日 - 泊 松 情况 
和 = 内 人 ,重心 在 动力 对 称 轴 上 . 
3. 柯 凡 律 夫 斯 卡 雅 情况 
1 =1,=24, ,重心 在 惯量 椭 球 的 赤道 平面 上 - 


4. 运动 一 般 由 自转 、 进 动 及 章 动 合成 . 如 无 章 动 , 则 叫 规则 进 动 ,如 有 , 则 叫 恬 规 则 进 动 . 


S. 回转 效应 的 应 用 : 校正 航向 ,保持 物体 稳定 和 指示 方向 . 
“ 办， 拉 莫 尔 进 动 


1. 带电 质 点 或 物体 在 匀 强 磁场 中 转动 时 , 它 的 动量 矩 J 或 磁 矩 p。 绕 着 磁场 B8 进 动 ,我 


们 把 这 种 进 动 叫 拉 莫 尔 进 动 . 


2， 进 动 的 角速度 , 即 拉 更 尔 频 率 为 w= 名 . 


补充 例题 


3.1 求 底面 半径 为 r. 高 为 h 的 均 质 圆锥 体 相对 于 中 心 轴 的 转动 惯量 / 及 相对 于 底面 


任 一 直径 的 转动 惯量 1,. 


[ 解 ] 取 一 薄 圆 片 ,半径 为 x, 高 为 dy, 则 


da 二 dm Semedy) 


但 由 图 知 工 = 全 , 帮 y= 上 zody = 人 dz 


把 (2) 代 入 (1) ,得 


式 中 m= 证 pnrh 是 均 质 圆锥 体 的 总 质量 - 


又 dl = 二 edm 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 
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由 平行 轴 定 理 (3.5. 12) 可 得 
d= dnt(h-y)? dm (5) 


故 利 用 上 面 的 结果 ,得 


) 补充 例题 3. 1 题 图 


和 2 212 
0 10" 220" +2 ) (6) 


3.2 两 根 均 质 棒 于 棒 端 固 连 成 直角 后 组 成 一 摆 , 棒 长 分 别 为 2a 与 25, 押 的 水 平 转动 轴 
通过 此 直角 的 顶点 . 摆 在 竖 直 平面 内 的 位 置 ,由 较 短 的 棒 与 竖 直 线 所 成 的 角 wp 决定 . 如 开始 


时 ,p=0,9 =0, 求 的 最 大 值 . 
[ 解 ] 先 求 此 摆 对 通过 0 点 的 : 轴 的 转动 惯量 1,: 
1 = 二 (20) (20)? + 二 (26)(20) = oa + 6) 01) 


式 中 o 为 棒 的 线 密度 ,是 一 常数 . 
又 摆 对 =z 轴 的 力矩 为 
M, = oa(2b)g* bsing - o(2a)g * acosp 
= 20g(b’sing - acosp) (2) 
由 式 (3.6.5) 得 抱 的 运动 微分 方程 为 


CC2a)g 


- ote +b)p = 208(bsing - atcosp) (3) 


即 -和 (+ 的) = (isinp - arcosp)g (4) “中 充 例题 352 题 图 
积分 ,得 祁 (o + 中)92 = (bcosp + axsinp)g& +C (5) 
因 当 p=0,8 =0, 故 C=-b?g 
于 是 得 Ex + 有)92 = (bcosp + ersing - b:)g (6) 
当 9 青 等 于 零 时 ,p 值 最 大 , 记 为 p。 , 则 
2 
sing。 = 1 ~ cosp。 (7) 


又 当 摆 在 平衡 时 ,村 .=0, 如 令 此 时 的 p=go, 则 由 (2) 式 ,得 
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a sinpo 
bcospo 
由 (7) 及 (8) 式 得 
2sim 二 sin 二 
sinp。_ 1 -cosp。 FD Bie 
cospo sinp。 ,1 
2sin eeos 了 ep。 cos 了 9。 
由 此 得 ep-=29o 


《8) 


3.3 一 质量 为 m、 半 径 为 的 均 质 圆 球 ,被 担 着 静止 在 另 一 半径 等 于 的 固定 圆 球 的 顶 
点 . 其 后 把 手 放 开 ,使 其 自由 滚 下 . 试 证 当 两 球 连 心 线 和 竖 直 向 上 的 直线 间 所 成 的 角度 等 于 


areeos 所 时 ,此 两 球 将 互相 分 离 

[ 解 ] 
所 转 过 的 角度 为 人 DCE =y. 因 本 题 的 约束 条 件 为 伦 = 
BE, 即 ay=bp. 又 由 图 知 


0=9+y 
b b 
即 0=9+ 2 =p 
故 约束 方程 为 

a0 = (at+tb)p (1) 
小 球 的 运动 微分 方程 由 (3.7.8) 及 (3.7.9) 两 式 可 得 
m(a +b)p = mgsing -/( 切 向 ) (2) 
m(a+b)p = mgeosp - N( 法 向 ) (3) 


了 ma = fa( 转 动 ) 


式 中 AN 为 沿 法 线 方 向 的 反作用 力 /为 摩擦 力 . 
由 (1) 及 (4) 式 ,得 


mla +b)y = 
由 (2) 及 (5) 式 ,得 Fm(a + hb) = megsinp 
积分 ,得 me + bg = - mecosp + C 
因 当 p=0,p =0, 故 由 (7) 式 ,得 


把 C 之 值 代入 (7) 式 ,得 


又 由 (3) 式 


补充 例题 3. 3 题 图 


小 球 在 平衡 位 置 时 ,D 与 4 相合 . 如 小 球 滚 到 图 示 位 置 时 ,两 球 在 已 处 相合 , 则 它 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 
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男 
N = mgcosp - m(a + 6)8’ = mgcosp -~ me 16) LSPg 
= me( 时 cose - 灶 (9) 
10 
故 由 (9), 知 当 cosp = 17 时 ， N=0 


即 p = arecos 1 时 ,N = 0, 两 球 分 离 . 


3.4 一 陀螺 由 半径 为 2a 的 薄 圆 盘 及 一 垂直 通过 盘 的 中 心 C ,长 为 a 的 杆 轴 所 组 成 , 杆 
轴 的 质量 可 忽略 不 计 . 将 杆 轴 的 另 一 端 0 放 在 水 平面 上 ,使 陀螺 作 无 滑动 的 转动 . 如 起 始 时 ， 
杆 轴 0C 与 竖 直线 的 夹 角 为 a, 而 总 角速度 的 量 值 则 为 w, 方 向 沿 着 a 角 的 平分 线 . 试 证 经 过 
t= 「 0 
of! -cow Ssec’ 芝 + (cosa - cosg) 


后 , 杆 轴 将 直立 起 来 , 式 中 k=E,0 为 任 一 瞬时 杆 轴 与 紧 直 线 问 
a 


的 夹 角 . 
[ 解 ] 本 题 属于 拉 格 朗 日 - 泊 松 情况 , 且 
1 


1 =1 = "20 ) + ma’ = 2ma’ 
po 3 
h = Tm(24)’ = 2ma 
又 本 题 三 个 第 一 积分 ,就 是 (3.9.19) (3.9.21) 及 (3.9.22) 
三 式 , 即 补充 例题 3. 4 题 图 


Geos0 + = 。 -= 常量 
pa + bzsin20) + 092] + mgacosg = E = 常量 (1) 
psin*9 + Niseosg = a' = 常量 
现在 由 起 始 条 件 来 定 (1) 式 中 的 三 个 积分 常量 ,并 设 起 始 时 ,w 与 x 轴 及 z 轴 共 面 , 则 
w= wsin EE, w, =0, w, = wcose (2) 
0 2 To 0 3 
又 起 始 时 ,9 达 其 最 大 值 a, 故 


(6)。= (3) 
由 式 (3.3.3) ,得 


(4) 
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把 有 及 ( 9 )o. (9 )。 及 ws 的 值 代 人 (1) 式 中 的 第 一 式 和 第 三 式 后 ,得 


peosg + 由 = wcos 全 =s 
Vsinzbg + weos -eosg = LE weosacos 全 
2eos 子 
4wsin’ 全 cos 
= + o( eos -sin 和 ) oo = weos $ (5) 
cos 2 
2 
又 由 (1) 式 中 的 第 二 式 ,得 
G+ Osing +s + 2280s0 = sinra + s* + 2 82cosa 
2ma’ i ma 
2 
即 B+p sin 0=w sin’ Fthw( cosa-cos0) (6) 
区 
式 中 4= 一 一 
aw 
由 (5) 及 (6) 式 得 
i cos’ 外 起 和 ~ eosg) 
SE = + sin? SE + k(cosa - cosg) 
ow sin’0 2 
= Meosa ~ eos0) + 1 ~ eos’ GO -cos an 他 
= k(cosa - cosbg) + 1 - cos: sec: 0 
2 
上 d 
所 以 :| 一 
。 1 a0 
wl -eos 全 see + 人 cosa -cos8) 


思 考题 


3.1 刚体 一 般 是 由 n(n 是 一 个 很 大 的 数目 ) 个 质点 组 成 . 为 什么 刚体 的 独立 变量 却 不 
是 3n 而 是 6 或 者 更 少 ? 

3.2 何谓 物体 的 重心 ? 它 和 质心 是 不 是 总 是 重合 在 一 起 的 ? 

3.3 试 讨论 图 形 的 几何 中 心 .质心 和 重心 重合 在 一 起 的 条 件 . 

3.4 简化 中 心 改变 时 , 主 矢 和 主 矩 是 不 是 也 要 随 着 改变 ? 如 果 要 改变 ,会 不 会 影响 刚体 
的 运动 ? 

3.5 已 知 一 均 质 梯 , 当 它 绕 过 其 一 端 并 季 直 于 裕 的 轴 转 动 时 ,转动 惯量 为 记 mP ,m 为 棒 


的 质量 ,! 为 棒 长 . 问 此 棒 绕 通过 离 棒 端 为 -4 且 与 上 述 轴 线 平行 的 另 一 轴线 转动 时 ,转动 惯量 


是 不 是 等 于 mptn( 二 中 为 什么 ? 

3.6 ”如 果 两 条 平行 线 中 设 有 一 条 是 通过 质心 的 ,那么 平行 轴 定 理 式 (3.5.12) 能 否 应 
用 ? 如 不 能 ,可 否 加 以 修改 后 再 用 ? 

3.7 在 平面 平行 运动 中 ,基点 既然 可 以 任意 选择 ,你 觉得 选用 电 些 特殊 点 作为 基点 比较 
好 ? 好 处 在 哪里 ? 又 在 (3.7.1) 及 (3.7.4) 两 式 中 ,哪些 量 与 基点 有 关 ? 哪些 量 与 基点 无 关 ? 

3.8 ”转动 瞬 心 在 无 穷 远 处 ,意味 着 什么 ? 

3.9 刚体 作 平面 平行 运动 时 ,能 否 对 转动 瞬 心 应 用 动量 矩 定理 写 出 它 的 动力 学 方程 ? 
为 什么 ? 

3.109 当 圆柱 体 以 匀 加 速度 自 斜 面 滚 下 时 ,为 什么 用 机 械 能 守 便 定 律 不 能 求 出 圆柱 体 和 
斜面 之 间 的 反作用 力 ? 此 时 摩擦 阻力 所 作 的 功 为 什么 不 列 人 ? 是 不 是 我 们 必须 假定 没有 摩 
擦 力 ? 没有 摩擦 力 ,圆柱 体能 不 能 滚 ? 

3.11 圆柱 体 沿 斜面 无 滑动 的 滚 下 时 , 它 的 线 加 速度 与 圆柱 体 的 转动 惯量 有 关 , 这 是 为 
什么 ? 但 圆柱 体 沿 斜 面 既 滚 且 滑 向 下 运动 时 , 它 的 线 加 速度 则 与 转动 惯量 无 关 ? 这 又 是 为 
什么 ? 

3.12 刚体 作 怎样 的 运动 时 ,刚体 内 任 一 点 的 线 速度 才 可 写 为 wxr? 这 时 "是 不 是 等 于 
该 质点 到 转动 轴 的 垂直 距离 ? 为 什么 ? 


3.13 刚体 绕 因 定点 转动 时 ,&exr 为 什么 叫 转动 加 速度 而 不 叫 切 向 加 速度 ? 又 wx(wx 


7) 为 什么 叫 向 轴 加 速度 而 不 叫 向 心 加 速度 ? 

3.14 在 欧 拉动 力学 方程 中 ,既然 坐标 轴 是 固定 在 刚体 上 , 随 着 刚体 一 起 转动 ,为 什么 我 
们 还 可 以 用 这 种 坐标 系 来 研究 刚体 的 运动 ? 

3.15 ”网 拉 动力 学 方程 中 的 第 二 项 (1 -1,)w,w, 等 是 怎样 产生 的 ? 它 的 物理 意义 又 是 什么 ? 


习 题 


3.1 半径 为 r 的 光滑 半球 形 碗 ,固定 在 水 平面 上 . 一 均 质 棒 斜 靠 在 碗 缘 ,一 端 在 碗 内 ,一 
端 则 在 碗 外 ,在 碗 内 的 长 度 为 c, 试 证 梯 的 全 长 为 
4(c -~ 27°) 
< 
3.2 长 为 21 的 均 质 棒 , 一 端 抵 在 光滑 墙 上 ,而 棒 身 则 如 图 示 斜 靠 在 与 墙 相距 为 4(d< 
leos6) 的 光滑 棱角 上 . 求 棒 在 平衡 时 与 水 平面 所 成 的 角 9. 


i 
3.3 两 根 均 质 棒 4B、BC 在 B 处 刚性 连接 在 一 起 , 且 24BC 形成 一 直角 . 如 将 此 棒 的 4 
点 用 强 系 于 固定 点 上 , 则 当 平 衡 时 ,4B 和 竖 直 直线 所 成 的 角 0, 满足 下 列 关 系 : 
中 
a +2ab 


答 : 0=arccos( 全 . 


tang。= 


式 中 及 为 棒 4B 和 BC 的 长 度 , 试 证 明之 - 
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第 3. 2 题 图 第 3.4 题 图 


3.4 相同 的 两 个 均 质 光滑 球 悬 在 结 于 定点 0 的 两 根 绳子 上 ,此 两 球 同时 又 支持 一 个 等 
重 的 均 质 球 , 求 a 角 及 有 角 之 间 的 关系 . 
答 : tan8=3tana 


3.5 ”一 均 质 的 梯子 ，- 端 叶 于 摩擦 因 数 为 二 的 地 板 上 , 另 一 端 则 斜 舍 在 摩 据 因数 为 二 


的 高 墙 上 ,一 人 的 体重 为 梯子 的 三 倍 , 锥 到 梯 的 顶端 时 , 梯 尚 未 开始 滑动 , 则 梯 与 地 面 的 倾角 ， 
最 小 当 为 若干 ? 


?1 
答 : aretan 对 | 
3.6 把 分 子 看 做 相互 间距 离 不 变 的 质点 组 , 试 决定 以 下 
两 种 情况 下 分 子 的 中 心 主 转动 惯量 : 起 
(1) 二 原子 分 子 . 它们 的 质量 是 m, ,m, ,距离 是 上 my 1 my 
(2) 形状 为 等 腰 三 角形 的 三 原子 分 子 ,三 角形 的 高 是 4, 底 
边 的 长 度 为 a. 底 边 上 两 个 原子 的 质量 为 m, ,顶点 上 的 为 m,. 第 3. 6(2) 题 图 
答 :〈《1) 取 二 原子 的 联 线 为 x 轴 ,而 y 轴 与 z 轴 则 通过 它们 的 质心 ,于 是 
mm 
0 = 0， 天 = 
(2) 坐标 轴 的 取 法 如 图 所 示 , 则 
让 
Ct Tr el te 
3.7 ”如 椭 球 方程 为 
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试 求 此 椭 球 绕 其 三 个 中 心 主轴 转动 时 的 中 心 主 转动 惯量 . 设 此 椭 球 的 质量 为 m, 并 且 密 度 p 
是 常数 . 


答 : 丰 = 了 wm(P+e)， := 二 mera)， =m( tb) 
3.8 半径 为 RR 的 非 均 质 贺 球 ,在 距 中 心 "处 的 密度 可 以 用 下 式 表示 : 
2 
p=po( 1 二) 


式 中 po 及 a 都 是 常数 . 试 求 此 圆 球 绕 直径 转动 时 的 回转 半径 . 


答 , /Tap 
~ a 


3.9 立方 体 绕 其 对 角 线 转动 时 的 回转 半径 为 
d 
i 
3y2 
试 证 明之 . 式 中 d 为 对 角 线 的 长 度 . 
3.10 一 均 质 圆 盘 , 半 径 为 e, 放 在 粗糙 水 平 桌 上 , 绕 通过 其 中 心 的 竖 直 轴 转 动 ,开始 时 


的 角速度 为 we. 已 知 圆 盘 与 桌面 的 摩擦 因数 为 上 , 问 经 过 多 少时 间 后 盘 将 静止 ? 


3awo 
答 : 4= a 
式 中 & 为 重力 加 速度 . 


3.11 通风 机 的 转动 部 分 以 初 角 速 wo 绕 其 轴 转 动 . 空气 阻力 矩 与 角 速 成 正比 ,比例 常数 
为 如 转动 部 分 对 其 轴 的 转动 惯量 为 /, 问 经 过 多 少时 间 后 ,其 转动 的 角 速 减 为 初 角 速 的 一 
半 ? 又 在 此 时 间 内 共 转 了 多 少 转 ? 

答 :4= 直 mm2; 4 

3.12 矩形 均 质 注 片 48CD, 边 长 为 a 与 5, 重 为 mg, 绕 竖 直 轴 4B 以 初 角 速 wo 转动 . 此 
时 薄片 的 每 一 部 分 均 受 到 空气 的 阻力 ,其 方向 垂直 于 薄片 的 平面 ,其 量 值 与 面积 及 速度 平方 
成 正比 ,比例 系数 为 问 经 过 多 少时 间 后 ,薄片 的 角 速 减 为 初 角 速 的 一 半 ? 


4m 
i 
入 3ka’ boo 


第 3.11 题 图 第 3. 12 题 图 


176 第 三 章 刚体 力学 


3.13 一 段 半径 R 为 已 知 的 均 质 圆 弧 , 绕 通过 弧 线 中 心 并 与 弧 面 垂直 的 轴线 摆动 . 求 其 
作 微 振动 时 的 周期 . 


答 : r=2m /je 
3.14 ， 试 求 复 摆 悬 点 上 的 反作用 力 在 水 平方 向 的 投影 R, 与 竖 直 方向 的 投影 R,. 设 此 摆 
的 重量 为 mg, 对 转动 轴 的 回转 半径 为 ,转动 轴 到 摆 重 心 的 距离 为 a, 且 摆 无 初速 地 自 离 平生 


位 置 为 一 已 知 角 9。 处 下 降 . 


(3cosg-2cosegs) sing 


答 : R,= 


R, = 2 (3cosg-2cosb ) cosg-1] +mg 


3.15 ”一 轮 的 半径 为 ", 以 匀速 m 无 滑动 地 沿 一 直线 滚动 . 求 轮 缘 上 任 一 点 的 速度 及 加 
速度 . 又 最 高 点 及 最 低 点 的 速度 各 等 于 多 少 ? 哪 一 点 是 转动 瞬 心 ? 
答 ; 5=2mueos 全 , 式 中 9 是 所 考虑 的 点 相对 于 轮 心 的 矢 径 与 轮 的 最 高 点 的 矢 径 间 的 
夹 角 . 
3.16 一 矩形 板 ABCD 在 平行 于 自身 的 平面 内 运动 ,其 角速度 为 定 值 w. 在 某 一 瞬时 ,4 
点 的 速度 为 v, 其 方向 则 沿 对 角 线 4C. 试 求 此 眠 时 8 点 的 速度 ,以 vw 及 短 形 的 边 长 等 表示 
之 . 假定 4B=a,BC=b， 


1 
ab 2 2] 王 
+ a 


答 : yw = [2 
g + 


wa Va tb +vb 
3.17 长 为 1 的 杆 48 在 一 固定 平面 内 运动 . 其 4 端 在 半径 ("< 亏 ) 的 贺 周 里 滑动 ,而 


杆 本 身 则 于 任何 时 刻 均 通过 此 圆周 的 M 点 . 试 求 杆 上 任 一 点 的 轨迹 及 转动 瞬 心 的 轨迹 . 
答 : 距 4 端 为 a 的 点 P 的 轨迹 为 蜡 线 . 如 以 MM 为 极点 ,而 极 轴 通 过 0 点 , 则 其 
方程 为 Pp= 2reosg-a, 空 间 极 迹 为 给 定 圆 ; 本 体 极 迹 为 半径 等 于 2r 的 圆 , 圆 

心 在 4 点 . 


vs 和 BC 边 的 夹 角 为 arctan 


0 
名 
4 


第 3.17 题 图 第 3.18 题 图 


3.18 一 圆 盘 以 匀速 度 rm 沿 一 直线 无 滑动 地 滚动 . 杆 48 以 匀 链 固 结 于 盘 的 边缘 上 的 8 
点 ,其 4 端 则 沿 上 述 直 线 滑动 . 求 4 点 的 速度 与 盘 的 转角 w 的 关系 , 设 杆 长 为 1, 盘 的 半径 
为 
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答 : mw=2msi 名 | 一 +l 
2 多 


人 _4rzaine 2 
Psin 7 


3.19 长 为 2a 的 均 质 棒 48, 以 贸 链 悬挂 于 4 点 上 . 如 起 始 时 , 棒 自 水 平 位 置 无 初速 地 
运动 ,并 且 当 棒 通 过 竖 直 位 置 时 , 铵 链 突 然 松 脱 , 棒 成 为 自由 体 . 试 证 在 以 后 的 运动 中 , 棒 的 质 
心 的 轨迹 为 一 抛物 线 ,并 求 当 棒 的 质心 下 降 距离 后 , 棒 一 共 转 了 几 转 ? 

h 


答 : 5 二 


3.20 质量 为 W ,半径 为 > 的 均 质 圆柱 体 放 在 粗糙 水 平面 上 . 柱 的 外 面 绕 有 轻 绳 ,绳子 跨 
过 一 个 很 轻 的 滑轮 ,并 悬挂 一 质量 为 m 的 物体 . 设 圆柱 体 只 滚 不 滑 , 并 且 圆 柱 体 与 滑轮 间 的 
绳子 是 水 平 的 . 求 圆柱 体质 心 的 加 速度 ,物体 的 加 速度 a 及 强 中 张力 7. 


4m 


答 : a =3Wt8m 8' 2 
__3Mm 
“3M+gm® 
CE 
第 3. 20 题 图 第 3. 21 题 图 


3.21 一 飞轮 有 一 半径 为 "的 杆 轴 . 飞轮 及 杆 轴 对 于 转动 轴 的 总 转动 惯量 为 上 在 杆 轴 上 
绕 有 细 而 轻 的 绳子 ,绳子 的 另 一 端 挂 一 质量 为 m 的 重 物 . 如 飞轮 受到 阻尼 力矩 6 的 作用 , 求 
飞轮 的 角 加 速度 . 若 飞 轮转 过 0 角 后 ,绳子 与 杆 轴 脱 离 ,并 再 转 过 w 角 后 ,飞轮 停止 转动 , 求 飞 
轮 所 受到 的 阻尼 力矩 6 的 量 值 . 

~ _mgr-G mglrg 
知 i y Se 

3.22 一面 粗糙 另 一 面 光滑 的 平板 ,质量 为 W ,将 光滑 的 一 面 放 在 水 平 桌 上 ,木板 上 放 一 
质量 为 m 的 球 . 若 板 沿 其 长 度 方向 突然 有 一 速度 Y, 问 此 球 经 过 多 少时 间 后 开始 滚动 而 不 滑 
动 ? 


答 : 1= 一 二 一 一 式 中 以 是 摩擦 因数 
(ZH) 
3.23 重 为 W, 的 木板 受 水 平 力 正 的 作用 .在 一 不 光滑 的 平面 上 运动 , 板 与 平面 间 的 麻 
擦 因数 为 在 板 上 放 一 重 为 W, 的 实心 圆柱 ,此 国 柱 在 板 上 滚动 而 不 滑动 , 试 求 木板 的 加 速 
度 ao. 
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F-pl( W,+W, 
RL 四 二 

Wt 

3.24 “半径 为 a 的 球 ,以 初速 了 及 初 角 速 w 抛掷 于 一 倾角 为 a 的 斜面 上 ,使 其 沿 着 斜面 
向 上 滚动 . 如 y>aw, 其 中 w 的 方向 使 球 有 向 下 滚动 的 趋向 , 且 摩 擦 因数 > 地 tana, 试 证 经 过 


3 aa 的 时 候 , 球 将 停止 上 升 
i 


3.25 均 质 实心 贺 球 , 栖 于 另 一 固定 圆 球 的 顶端 . 如 使 其 自 此 位 置 发 生 此 微 偏离 , 则 将 开 
始 滚 下 . 试 证 当 两 球 的 公共 法 线 与 竖 直 线 所 成 之 角 p 满足 下 列 关系 
2sin(Pp -A) = SsinA(3cosp -2) 
时 , 则 将 开始 滑动 , 式 中 和 为 摩擦 角 . 
3.26 棒 的 一 端 置 于 光滑 水 平面 上 , 另 一 端 则 靠 在 光滑 墙 上 , 且 棒 与 地 面 的 倾角 为 a. 如 
任 其 自 此 位 置 开 始 下 滑 , 则 当 棒 与 地 面 的 倾角 变 为 


aresin 人 sina) 


时 , 棒 将 与 墙 分 离 , 试 证 明之 . 
3.27 ” 试 研究 上 题 中 棒 与 墙 分 离 后 的 运动 . 并 求 棒 落 地 时 的 角速度 2, 设 棒 长 为 2a. 


_ [3esinaf |_sinzay ] 二 
:0 [Se (1 ] 
3.28 半径 为 + 的 均 质 实心 团 柱 , 放 在 倾角 为 9 的 粗糙 斜面 上 , 摩 氛 因 数 为 作 设 运动 不 


是 纯 滚 动 , 试 求 圆柱 体质 心 加 速度 a 及 圆柱 体 的 角 加 速度 a. 


in( 0-A 2 0 
管 : a= C0), a= Eg, 式 中 和 =arctanye. 


3.29 均 质 实心 圆 球 和 一 外 形 相等 的 空心 球 壳 沿 者 一 斜面 同时 自 同 一 高 度 自由 滚 下 , 问 
哪 一 个 球 滚 得 快 些 ? 并 证 它们 经 过 相等 距离 所 需 的 时 间 比 是 V2T : 5. 

3.30 研磨 机 研 轮 的 边缘 沿 水 平面 作 纯 滚 动 , 轮 的 
水 平 轴 则 以 匀 角 速 w 绕 铅 垂 轴 0B 转动 . 如 04=c,0B= 
4, 试 求 轮 上 最 高 点 M 的 速度 及 加 速度 的 量 值 . 


b 
3.31 转 轮 48, 绕 0C 轴 转 动 的 角速度 为 w ,而 0C 
绕 竖 直线 0E 转动 的 角速度 则 为 w,. 如 4D = DB = a， 第 3. 30 题 图 
0D=6, LCOE=9, 试 求 转 轮 最 低 点 B 的 速度 . 
答 : w=wia+wa(acosg+bsing) ,方向 垂直 纸 面 背离 读者 . 
3.32 高 为 h、 顶 角 为 2a 的 圆锥 在 一 平面 上 滚动 而 不 滑动 . 如 已 知 此 锥 以 匀 角 速 w 绕 
入 轴 转 动 , 试 求 圆锥 底面 上 4 点 的 转动 加 速度 a, 和 向 轴 加 速度 a, 的 量 值 . 


答 : v=2cw; a=wie 9+( 


h 2 2 
答 : ai=- 让 mu=2aicoea 
i 
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第 3.31 题 图 第 3. 32 题 图 


3.33 一 回转 仪 ,/, =/,=27,, 依 惯性 绕 重心 转动 ,并 作 规则 进 动 . 已 知 此 回转 仪 的 自转 角 
速度 为 w ,并 知 其 自转 轴 与 进 动 轴 间 的 夹 角 9=60°, 求 近 动 角速度 w, 的 量 值 . 
答 : ws =2uw， 
3.34 试用 欧 拉动 力学 方程 ,证 明 在 欧 拉 - 潘 索 情况 中 ,动量 矩 / 及 动能 7 都 是 常数 . 
3.35 ”对称 陀 螺 的 轴 位 于 竖 直 位 置 ,陀螺 以 很 大 的 角速度 w, 作 稳定 的 自转 . 今 突然 在 离 
开 顶 点 4 处 受到 一 与 陀螺 的 对 称 轴 垂 直 的 冲 量 1 作用. 试 证 陀螺 在 以 后 的 运动 中 ,最 大 章 动 


角 近 似 地 为 2areunf 二 -) , 式 中 是 陀螺 绕 对 称 轴 转 动 的 转动 惯量 . 


3.36 一 个 四 = 六 关 人 的 刚体 , 绕 其 重心 作 定点 转动 . 已 知 作用 在 刚体 上 的 阻尼 力 是 一 力 
偶 , 位 于 与 转动 朋 轴 相 垂直 的 平面 内 ,其 力 偶 矩 与 瞬时 角速度 成 正比 ,比例 常数 为 NA, 试 证 
刚体 的 瞬时 角速度 在 三 惯量 主轴 上 的 分 量 为 


w,=ae sin —e +e 
A 
Dm La 站 
oe econ 人 eta 


w=0e™ 


式 中 au,0 痢 是 常数 ,而 n= 人 2 
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$4.1 平面 转动 参考 系 


设 平面 参考 系 (例如 平板 )S' 以 角速度 w 绕 垂直 于 自身 的 轴 转 动 ,在 这 参考 
系 (平板 ) 上 取 坐 标 系 0-xy, 它 的 原点 和 静止 坐标 
系 S 原点 0 重合 ,并 且 绕 着 通过 0 点 并 垂直 于 平板 
的 直线 ( 即 z 轴 ) 以 角速度 wm 转动 (图 4. 1.1). 令 单 
位 矢量 i 固着 在 平板 上 的 x* 轴 及 y 轴 上 ,并 以 同 
一 角速度 w 和 平板 一 同 转动 . w 矢量 既然 在 z 轴 
上 ,所 以 我 们 可 以 把 它 写 为 w=wk. 如 果 P 为 在 平 
板 上 运动 着 的 一 个 质点 , 则 P 的 位 矢 为 

r=xi+yj (4.1.1) 图 4.1.1 

因 质 点 P 和 坐标 轴 都 随 着 平板 以 相同 的 角速度 转动 , 且 w 的 量 值 为 6 , 故 

由 式 (1.2.8) ,我 们 有 


Li gg_ 
ri wj, daoi (4.1.2) 


求 式 (4. 1. 1) 对 时 间 4 的 微 商 后 , 得 质点 P 对 静止 坐标 系 S 的 速度 
不 是 对 平板 , 因 对 平板 而 言 , 旦 = 由 =0] 为 


= 
| 
Ue tt 

= (w+t(y + wx)j (4.1.3) 


上 式 中 的 及 7 为 P 对 转动 参考 系 (平板 ) 诸 轴 的 分 速度 ,其 合成 为 v', 应 为 相对 
速度 . 因 如 P 在 平板 上 不 动 , 则 此 项 速度 即 为 零 . 至 于 -wy 及 wx, 则 系 由 于 平板 
转动 而 带 着 已 点 一 同 转动 所 引起 的 , 故 应 为 牵连 速度 在 坐标 轴 上 的 分 量 或 称 轴 
向 分 量 ,二 者 的 合成 就 是 牵连 速度 wxr, 这 是 因为 
wxr=wkx(xityj)=+wr -wri 
因此 ,可 以 把 (4.1.3) 式 简写 成 下 列 形式 : 
vvtwxr | (4.1.4) 


亦 即 绝对 速度 等 于 相对 速度 与 牵连 速度 的 矢量 和 ,和 $1.3 中 所 得 到 的 结果 一 
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致 ,只 是 由 于 运动 方式 不 同 ,牵连 速度 的 表达 式 也 有 所 不 同 . 如 果 把 式 (4.1.4) 

和 式 (3.2.6) 相 比较 , 则 可 发 现 现在 式 (4.1.4) 中 多 一 相对 速度 v' 项 . 这 是 可 以 

想象 的 , 因 在 刚体 中 ,组 成 刚体 的 各 个 质点 ,都 只 随 着 刚体 一 起 转动 ,它们 与 整个 

刚体 并 无 所 谓 相 对 运动 . 而 当 刚 体 (平板 ) 上 有 一 相对 于 刚体 运动 着 的 P 点 , 那 

就 必须 有 式 (4. 1.4) 这 一 关系 . 

现在 来 求 P 点 对 静止 坐标 系 S 的 加 速度 . 
a tT +2 0) Oy E+ ox 

(4.1.5) 


上 式 中 的 三 及 了 为 质点 已 对 转动 参考 系 S' 的 轴 向 加 速度 分 量 , 其 合成 为 
4' ,根据 上 述 的 同样 理由 , 它 是 相对 加 速度 . -wxi 及 -wj 的 合成 为 -wzr, 沿 矢 
径 指 向 0 点 ,是 由 于 平板 以 角速度 w 转动 所 引起 的 向 心 加 速度 ;而 -Oyi+wxy= 
多 xr 则 是 由 于 平板 作 变 角 速 转动 所 引起 的 切 向 加 速度 ,如 平板 以 匀 角 速 转动 ， 
则 此 项 加 速度 为 零 . 这 两 种 加 速度 都 是 由 于 平板 转动 所 引起 的 ,所 以 应 为 牵连 加 

现在 来 看 看 -2w7 i 及 2wxj 是 怎样 产生 的 ? 显然 ,-2w3 it2wXj=2wxv， 
其 方向 则 垂直 于 w 及 vw' 所 决定 的 平面 ,并 且 依 右手 螺旋 法 则 定 其 指向 . 在 平面 
问题 中 ,w 恒 沿 大 方向 , 故 2wxz' 为 位 于 xy 平面 内 的 矢量 ,其 指向 可 将 v' 随 着 S” 
的 转动 转 一 直角 即 得 (图 4.1.2). 这 个 加 速度 叫 
做 科 里 奥 利 加 速度 ,简称 科 氏 加 速度 . 可 以 证 明 ， 
科 氏 加 速度 是 由 于 在 S$ 系 中 的 观察 者 看 来 ,牵连 
运动 ( 即 w) 可 使 相对 速度 v' 发 生 改变 ,而 相对 运 
动 ( 即 vw') 又 同时 使 牵连 速度 wxr 中 的 r 发生 改 
变 , 即 科 里 奥 利 加 速度 2wxv' 是 由 牵连 运动 与 相 
对 运动 相互 影响 所 产生 的 . 如 w 与 v' 两 者 中 有 一 
为 零 , 则 此 项 加 速度 即 为 零 . 故 在 平面 转动 参考 
系 中 ,绝对 加 速度 为 相对 加 速度 、 牵 连 加 速度 及 pe 
科 里 奥 利 加 速度 三 者 的 矢量 和 ,这 一 点 跟 作 加 速 平 动 的 参考 系 的 情形 不 同 . 

我 们 可 以 把 式 (4.1.5) 简 写成 下 面 的 形式 : 


| ac=a+oxr-ozrr2axz (4.1.6) 


如 果 令 a =w xr-woxr 代表 牵连 加 速度 ,a. = 2wxz 代 表 科 里 奥 利 加 速度 , 则 式 
(4.1.6) 还 可 简化 为 


a=a’ +a ta, EO) 


由 于 科 里 奥 利 加 速度 在 以 前 课程 中 很 少 接触 到 ,读者 对 它 比 较 陌 生 , 故 特 再 
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举 一 例 ,说 明 它 是 怎样 产生 的 . 
[ 例 ] 圆 盘 半径 为 R, 以 匀 角 速度 w 绕 垂直 于 盘 心 0 的 轴线 转动 . 一 质点 沿 径 向 槽 自 盘 
心 以 匀速 度 w“ 向 外 运动 , 试 求 质点 加 速度 各 分 量 的 量 值 (图 4. 1. 3). 


EN 


图 4.1.3 


[ 解 ] 设 在 某 一 瞬时 ,质点 运动 到 图 中 ! 的 位 置 , 它 与 盘 心 0 的 距离 为 r. 在 t+At 朋 
间 ,如 盘 不 转 , 它 应 运动 到 图 中 2 的 位 置 , 它 与 0 的 距离 为 rtv'At. 但 圆 盘 是 以 匀 角 速 w 转动 
的 ,在 At 时 间 间 隔 内 , 它 转 了 一 个 角度 wAt, 故 质点 在 t+At 咀 间 , 实 际 上 达到 2’ 的 位 置 . 
假定 Al 很 小 ,于 是 coswAt~1,sinwAt~wAt,( At)*~0, 故 在 2' 处 可 仍 按 原先 51 的 径 向 
及 横向 进行 投影 ,因此 
Au = [v'coswAt - wr + vAt)sinwAt] -vw 
= [mw -wr+vA)wAt] - = -wrAt (1) 
An = [wlr + vAt)coswAt + v'sinwAt] - wr 


= [wr + vAt) +vwAt] ~ wr = 2wv'At (2) 
由 此 得 
av = 吉 笔 = -wr 
(3) 
An 


站 De 
2 


故此 时 质点 不 但 有 径 向 加 速度 ( 即 向 心 加 速度 ) -w*r, 而 且 还 有 横向 加 速度 2wr' ,此 即 科 里 奥 
利加 速度 . 从 图 4. 1. 3 及 上 面 的 计算 可 以 看 出 : 牵连 运动 ( 圆 盘 转 动 ) 改 变 了 相对 速度 w* 的 方 
向 ,因而 产生 了 横向 加 速度 wr' ;同时 ,相对 运动 (质点 向 外 运动 ) 又 改变 了 牵连 速度 wxr 的 量 
值 , 因 为 这 时 已 变 为 r+r'At, 故 又 一 次 产生 了 横向 加 速度 wo', 因 而 沿 横向 的 科 里 奥 利 加 速 
度 为 2ww'. 

如 质点 在 盘 上 不 动 , 即 "=0, 则 在 t+At 瞬间 ,质点 只 随 着 盘 转 到 1' 的 位 置 , 它 离 盘 心 0 
的 距离 仍然 等 于 ,所 以 只 有 径 向 加 速度 -wzr 
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$4.2 空间 转动 参考 系 


现在 我 们 来 讨论 较为 一 般 的 情况 , 即 参考 系 不 是 平面 的 ,而 是 空间 的 ,参考 
系 转动 的 角速度 w 的 量 值 和 方向 也 都 可 以 改变 . 至 于 转动 坐标 系 S "的 原点 , 暂 
时 还 认为 它 是 和 静止 坐标 系 $ 的 原点 0 重合 ,因此 矢量 wm 恒通 过 0 点 . 
令 单位 矢量 iv 固着 在 S' 系 上 的 三 个 坐标 轴 上 , 故 任 一 矢量 G 可 写 为 
G=Ci+C,j+C.k (4.2.1) 
因 单 位 矢量 iyk 是 随 着 S' 系 以 同一 角速度 w 转动 的 , 故 观测 者 在 静止 参考 系 S 
上 所 看 到 的 G 的 变化 率 应 为 
6 i + Sk + 6. 于 + 6 型 +c. 竺 (4.2.2) 
既然 单位 矢量 i 是 固着 在 S' 系 上 , 且 以 角速度 w 绕 着 0 点 转动 的 ,我 们 就 可 以 
认为 i 是 距离 0 点 为 单位 长 的 动 点 B(i 的 末端 ) 对 固定 点 0(i 的 始 端 ) 的 位 矢 ， 
故 由 式 (3.2.6) ,得 


di 
4 
和 Eh 
同 理 be/ (4.2.3) 
可 =wxk 
把 这 些 关 系 代 入 式 (4.2.2) 中 ,得 
+oxG (4.2.4) 


式 中 
dG _d6,, dc , dC, 
dd Td td/ 


是 iv 固定 不 动 时 G 的 变化 率 . 故 %G 包 含 两 部 分 ， 一 为 观测 者 在 S' 系 所 观测 


出 来 的 G 的 变化 率 中 G ,叫做 相对 (或 地 方 ) 变 化 率 ,表示 相对 于 转动 参考 系 5' 


系 的 变化 ;此 时 把 ij.k 看 成 固定 不 变 , 而 G 本 身 则 在 S' 系 中 随 着 时 间 改 变 . 另 
一 部 分 wxG 则 是 由 于 参考 系 S' 绕 着 0 点 以 角速度 w 转动 并 带动 G 一 起 转动 
所 产生 的 ,所 以 叫做 牵连 变化 率 . 故 在 转动 参考 系 中 ,一 个 矢量 G 的 绝对 变化 率 


(对 5)95 等 于 相对 变化 率 (对 S') 中 G 和 牵连 变化 率 wxG 两 者 的 矢量 和 . 在 


184 第 四 章 ”转动 参考 系 


$3.8 第 (2) 节 中 ,我 们 曾经 用 到 过 这 个 关系 ,只 是 现在 把 它 推广 到 任意 矢量 G. 

如 空间 转动 坐标 系 S 的 原点 与 固定 坐标 系 S 的 原点 0 重合 ,并 以 角速度 w 
绕 着 0 转动 , 则 对 S 系 而 言 , 一 个 在 S' 系 中 运动 的 质点 P 的 绝对 速度 , 由 式 
(4.2.4) 知 为 


EN We (4.2.5) 
dt 


式 中 = 58,97=z 是 质点 己 相 对 于 S' 系 的 速度 , 即 相对 速度 ,而 wxr 则 是 由 于 


5' 系 转动 所 产生 的 牵连 速度 ,和 式 (4.1.4) 的 形式 一 样 ,只 是 此 地 由 于 转动 不 是 
平面 而 是 空间 的 ,所 以 物理 含义 更 为 普遍 . 
现在 来 求 质 点 P 对 S 系 的 绝对 加 速度 a. 根据 同样 方法 ,我 们 有 


a = 于 -由 ?+wxw (4.2.6) 
把 式 (4.2.5) 中 的 v 代 入 式 (4.2.6) 中 ,得 
rt ox tox (Sr+ox) 
r+ ox (wxr) +2w0 x (4.2.7) 
如 令 a' 代 表 质 点 P 对 S' 系 的 加 速度 (相对 加 速度 ) , 则 
了 
= (4.2.8) 
又 
do _d'w _dw 
a si (4.2.9) 


四 x(wxr)=wmw(w':r) - wr. 


故 式 (4.2.7) 可 简写 为 


a=a’+a | (4.2.10) 


式 中 


Cr -wr 
(HAD) 


a a 
dt 


如 质点 P 固着 在 S' 系 上 不 动 , 则 v=0, 故 a’=0,a.=0, 而 a 与 a, 相等 . 所 以 
4% 只 和 S' 系 的 转动 有 关 , 故 称 为 牵连 加 速度 . 它 又 包括 两 部 分 : 一 由 w 发 生 改 


变 所 产生 的 92xr, 如 参考 系 S "以 恒定 角速度 w 转动 , 则 此 部 分 为 零 . 另 一 部 分 则 
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是 由 于 S' 系 以 角速度 wm 转动 所 产生 的 w(w "rr) -wir. 至 于 a 则 是 科 里 奥 利 加 
速度 ,此 加 速度 与 w 及 地 垂直 , 乃 由 于 质点 P 对 转动 的 S' 系 有 相对 速度 从 而 w 
与 v' 相 互 影响 所 产生 的 (参看 $4.1). 如 两 者 有 一 为 零 , 或 两 者 不 能 相互 影响 
(两 者 平行 ) , 则 此 项 加 速度 为 零 . 由 式 (4.2.10) 可 知 ,对 转动 参考 系 来 讲 ,绝对 
加 速度 等 于 相对 加 速度 .牵连 加 速度 与 科 里 奥 利 加 速度 三 者 的 矢量 和 ,也 跟 式 
(4.1.7) 的 形式 相同 (可 与 第 三 章 有 关公 式 相 比较 ). 当然 ,此 地 不 但 物理 含义 普 
遍 ,a, 的 表达 式 也 较 式 (4. 1. 6) 复杂 . 我 们 在 这 里 应 注意 的 是 ,绝对 速度 与 绝对 
加 速度 都 是 从 静止 参考 系 来 观测 一 个 在 转动 参考 系 中 质点 PP 的 速度 与 加 速度 
的 ;如 果 从 转动 参考 系 中 来 看 ,只 能 看 到 相对 速度 与 相对 加 速度 . 

如 果 S' 系 以 匀 角 速 转动 ,例如 地 球 的 自转 , 则 w 是 一 个 常 矢量 ( 量 值 和 方向 


都 不 变 ) ,可 以 58 表 之 (图 4.2. 1) ,帮凶 =0. 如 再 令 PM 为 自 质点 己 到 08 的 生 
直 距 离 , 则 


Blo 
WW*r= wrcos0 
而 牵连 加 速度 @, 为 wl 
qa= w(wrcosg) - rw? 
= 0Ww’ - (ON + MP)w? A 
=- wR 7 
式 中 情 =MP, 在 此 情形 下 ,方程 (4.2. 10) 简 化 为 0 


| ee Rta | (4.2.12) 图 4.2.1 


现在 推广 到 更 为 一 般 的 情况 , 即 S' 系 的 原点 0' 不 与 $ 系 的 原点 0 重合 , 且 
0' 对 0 的 速度 为 mw, 加 速度 为 oo, 则 式 (4.2.5) 及 式 (4.2. 10) 的 右 端 应 分 别 加 
上 ww 项 和 a 项 ,前 者 是 牵连 速度 的 一 部 分 ,后 者 是 牵连 加 速度 的 一 部 分 , 亦 即 
式 (4.2.11) 中 的 a 应 增添 ao 项 . 另外 ,上 述 两 式 中 的 位 矢 应 改 为 相对 于 0' 的 
位 矢 普 . 


$4.3 非 惯性 系 动 力学 (二 ) 


(1) 平面 转动 参考 系 


从 上 两 节 中 可 以 看 到 : 转动 参考 系 (不 管 是 以 匀 角 速 还 是 以 变 角 速 转动 ) 是 
非 惯性 参考 系 ,对 这 种 参考 系 来 讲 , 牛 顿 运动 定律 不 成 立 , 因 a’za. 但 是 ,根据 
$1.6 中 的 讨论 ,我 们 知道 : 对 非 惯 性 参考 系 来 讲 ,只 要 加 上 适当 的 惯性 力 , 牛 
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顿 运动 定律 在 形式 上 就 “仍然 "可 以 成 立 . 当然 ,惯性 力 的 具体 表达 式 跟 参考 系 
运动 的 方式 有 关 . 本 节 要 研究 的 ,就 是 在 转动 参考 系 中 惯性 力 应 当 具有 何 种 
形式 . 
先 从 比较 简单 的 平面 参考 系 讲 起 . 根据 式 (4.1.6) ,我 们 有 
a’=a-Oxr+or-2w0xv (4.3.1) 
如 果 质 量 为 m 的 质点 所 受到 的 合 外 力 为 F, 即 ma=F, 故 把 (4.3.1) 式 乘 以 m 
后 ,就 得 到 


ma’ =F -mo xr+mor -2mwxv (4.3.2) 


即 对 于 平面 转动 参考 系 5' 而 言 ,如果 添上 三 种 惯性 力 : -ma xr,mw'?r 和 -2mewx 
v', 则 牛顿 运动 定律 对 5' 系 就 “仍然 "可 以 成 立 . 

现在 来 看 这 三 种 惯性 力 的 物理 意义 . 惯性 力 -mw xr 是 由 于 S' 系 作 变 角 速 
转动 所 引起 的 ,如 果 转 动 是 匀速 的 ( 即 w 的 量 值 也 是 常数 ) , 则 此 项 惯性 力 即 
为 零 . 

惯性 力 mw*r 叫做 惯性 离心 力 , 是 由 于 S' 系 的 转动 所 引起 的 . 惯性 离心 力 的 


量 值 和 w 的 平方 及 质点 离开 坐标 轴 原 点 2 

0 的 距离 "成 正比 , 它 的 方向 则 自 坐标 原 所 

点 0 沿 矢 径 向 外 ,如 图 4. 3. 1 所 示 . 6 rr 
惯性 力 -2mwxv' 叫 做 科 里 奥 利 力 ,是 td 

由 于 参考 系 $' 的 转动 及 质点 对 此 转动 参 (伴星 奥 利 力 ) 

考 系 又 有 相对 运动 所 引起 的 . 科 里 奥 利 力 而 六 过 


的 量 值 和 S' 系 转动 的 角速度 w 及 质点 相 

对 于 S$' 系 的 速度 "成 正比 ,方向 垂直 于 w 及 v' 所 确定 的 平面 ,并 按 右手 螺旋 法 
则 及 负 号 决定 指向 . 对 于 平面 转动 参考 系 来 讲 ,因为 w 恒 与 w 垂 直 , 故 将 v' 沿 着 
S' 系 转动 的 反方 向 转 一 直角 , 即 可 得 出 科 里 奥 利 力 的 方向 (图 4.3. 1, 从 已 点 指向 
读者 ). 

[ 例 ] 在 一 光滑 水 平 直 管 中 , 有 一 质量 为 m 的 小 球 . 此 管 以 便 定 角速度 w 绕 通过 管子 一 
端的 竖 直 轴 转 动 . 如 果 起 始 时 , 球 距 转动 轴 的 距离 为 e, 球 相对 于 管子 的 速度 为 零 , 求 小 球 沿 
管 的 运动 规律 及 管 对 小 球 的 约束 反作用 力 . 

[ 解 ] 我 们 先 用 非 惯性 参考 系 来 解 这 个 问题 . 

取 管 的 固定 端 为 坐标 原点 ,x 轴 沿 管 ;y 轴 竖 直 向 上 ,并 垂直 于 管 ;z 轴 水 平 向 前 , 亦 与 管 垂 
直 , 如 图 4. 3. 2 所 示 . 设 小 球 在 某 一 瞬时 运动 到 己 点 , 它 与 原点 0 的 距离 为 x, 速 度 为 2 , 则 惯 
性 离心 力 的 量 值 为 mw*x, 方 向 沿 管 向 右 , 科 里 奥 利 力 的 量 值 为 2mwz ,在 水 平面 内 垂直 于 管 
壁 向 前 - 令 管 对 小 球 反 作用 在 z 方 向 上 的 分 力 为 R., 竖 直 分 力 为 R,. 至 于 主动 力 则 为 重力 mg， 
方向 竖 直 向 下 . 
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把 式 (4. 3.2) 写 成 分 量 形式 ,得 小 球 的 运 
动 微分 方程 为 


mE = mx (1) 
m7=0=R-mg (2) 
m3=0= 2mwvx—R, (3) 
(1) 式 的 通 解 为 x=Ae”+Be™ (4) 
由 此 又 得 主 =Awe” -Bwe (5) 


利用 起 始 条 件 :=0,x=a, =0, 则 由 (4) 及 
(5) 式 可 得 


4 = (6) 
故 小 球 沿 管 的 运动 规律 为 
x te) = achwt (7) 
由 (2) 及 (3) 式 得 管 对 小 球 的 竖 直 反作用 力 及 水 平反 作用 力 分 别 为 
R, = mg 
R, = 2mos = 2mo Fe” -e™) (8) 
= 2maw’ shwt 


现在 改 用 惯性 参考 系 来 解 此 同一 问题 . 很 显然 ,由 于 管 在 水 平面 内 转动 , 故 不 宜 用 直角 坐 
标 系 ,而 要 改 用 极 坐 标 系 . 如 取 管 的 起 始 位 置 为 极 轴 , 管 子 的 一 端 0( 即 转动 轴 通 过 的 那 一 


点 ) 为 极点 , 则 由 式 (1.5.3), 知 当 小 球 P 运动 到 离 极点 0 Pp 
为 r 的 时 候 (图 4.3.3) ,小 球 的 运动 微分 方程 为 四 
m( 7 -0°)=F,=0 (9) oO 
oe ( 极 轴 ) 
m(r6 +276 )=R, (10) 
图 4.3.3 


因 6 =w= 常 数 , 故 妆 =0 把 这 些 关系 代入 (9) 及 (10) 两 式 
后 ,它们 就 简化 为 
mr-mrw’ =0 (11) 
2miw = R, (12) 
这 和 上 法 中 的 (1) (3 ) 两 式 完全 一 样 , 故 无 需 再 演算 下 去 . 如 果 改 用 柱 面 坐标 系 ,我们 还 能 求 
出 竖 直 方向 的 反作用 力 , 它 也 跟 (2) 式 完全 一 样 ,读者 可 自行 验证 . 


(2) 空间 转动 参考 系 


空间 转动 参考 系 当然 也 是 非 惯 性 参考 系 ,所 以 要 加 上 适当 的 惯性 力 后 ,才能 
使 牛顿 运动 定律 “仍然 "成 立 . 由 式 (4. 2. 10) , 当 S' 系 的 原点 0' 和 S 系 的 原点 0 
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重合 ,并 且 S' 系 绕 0 点 以 角速度 多 转 动 , 且 w 不 一 定 是 常 矢量 , 则 

a’=a-a,-a. (4.3.3) 
故 如 质量 为 m 的 质点 所 受到 的 作用 力 为 F, 则 因 F=ma, 故 把 式 (4.3.3) 的 各 项 
遍 乘 以 mm 后 ,得 


ma’=F -ma,- ma. (4.3.4) 


或 ma’=F-mg@ xr-m@w( @ rr) +mo rr-2mwxv’ (4.3.5) 
即 因 S' 系 的 转动 ,产生 了 三 种 惯性 力 : 惯性 力 -ma xr 与 名 及 r 垂 直 , 当 ww 为 常 
矢量 时 ,此 项 惯性 力 为 零 . -mw(w ' r) +mwsr 与 熟知 的 惯性 离心 力 有 关 , 在 任 一 
瞬时 它 都 与 该 时 刻 的 转动 轴 垂 直 , 并 离开 转动 轴 向 外 . 至 于 -2mwxzv' 仍 为 科 里 奥 
利 力 ,和 w 及 vw' 所 决定 的 平面 垂直 . 

如 果 S' 系 以 恒定 角速度 w 转动 , 则 由 式 (4.2.12) ,可 得 


ma’ =F +mowR -2mwxv (4.3.6) 


式 中 只 为 质点 到 转动 轴 的 垂直 距离 (参看 图 4. 2. 1). 此 时 惯性 力 mw?R 就 是 通 
常 的 惯性 离心 力 , 它 恒 与 w 垂直 ,和 平面 转动 系 的 情形 相仿 ,只 是 以 及 代替 六 这 
种 情况 ,在 实际 问题 中 用 得 较 多 ,例如 地 球 的 自转 就 多 半 认 为 是 属于 这 一 类 的 
问题 . 


如 果 5S' 系 的 原点 0' 不 和 S 系 的 原点 0 重合 , 且 0' 对 0 的 加 速度 为 a。, 则 由 
上 节 的 讨论 , 知 
ma’=F-mao-m® xr’-m ww * rT') +mazr' -2mowxv (4.3.7) 


亦 即 式 (4.3.4) 中 的 (-ma,) 项 中 ,应 增加 (ma) 一 项 ,同时 把 式 (4.3.5) 中 的 7 
改 为 相对 于 0' 的 位 矢 亚 . 


(3) 相对 平衡 


在 $4.2 中 已 经 讲 过 : 如 果 质 点 P 固着 在 S' 系 中 不 动 , 则 w=0, 故 a’=0， 
a.=0, 而 a 与 a, 相等 . 由 式 (4.3.4), 当 a’=0,a.=0 时 ， 
F-ma,=0 (4.3.8) 
即 当 质 点 在 非 惯 性 系 中 处 于 平衡 时 ,主动 力 .约束 反作用 力 和 由 牵连 运动 而 引 
起 的 惯性 力 的 矢量 和 等 于 零 . 我 们 通常 把 这 种 平衡 叫做 相对 平衡 . 如 8$1.6 中 
的 例题 ,在 火车 中 (S" 系 ) 的 观察 者 看 悬挂 在 车 啉 中 的 小 球 ,就 是 一 个 相对 平衡 
问题 . 
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8$4.4 地 球 自转 所 产生 的 影响 


(1) 惯性 离心 力 


地 球 既 有 自转 又 有 公转 ,所 以 是 非 惯性 参考 系 公转 的 角速度 很 小 , 且 所 
产生 的 惯性 离心 力 ,几乎 与 太阳 的 引力 相抵 消 . 自转 的 角速度 约 为 7.3x 
10” rad/s, 虽 然 也 比较 小 ,但 却 产 生 了 一 些 可 以 观察 到 的 现象 . 

考虑 地 球 绕 地 轴 自转 时 ,可 以 认为 它 的 角速度 是 沿 着 地 轴 的 一 个 常 矢量 , 即 
多 =0, 因 而 只 要 考虑 惯性 离心 力 和 科 里 奥 利 力 所 产生 的 影响 . 如 果 质 点 相对 于 
地 球 是 静止 的 , 即 v'=0, 则 只 需 考虑 惯性 离心 力 的 影响 . 

由 于 惯性 离心 力 的 作用 ,使 重力 常 小 于 引力 . 重力 随 着 纬度 发 生变 化 ,在 纬 
度 越 低 的 地 方 , 重 力 越 小 . 只 有 在 两 极 的 地 方 ,重力 和 引力 才 相 等 . 另外 , 除 两 极 
外 重力 的 方向 也 不 与 引力 的 方向 一 致 . 引力 的 作用 线 通 过 地 球 的 球 心 ,而 重力 的 
作用 线 一 般 并 不 通过 地 球 的 球 心 . 这 些 问 题 ,普通 物理 里 已 经 讲 过 ,这 里 就 不 再 
多 作 重 复 了 . 


(2) 科 里 奥 利 力 


上 面谈 到 ,由 于 惯性 离心 力 的 作用 ,重力 的 量 值 与 
引力 有 差别 ,重力 的 方向 也 随 着 纬度 变化 ,但 是 这 种 差 
别 和 变化 都 比较 小 , 当 我 们 研究 质点 相对 于 地 球 的 运动 
时 ,本 应 同时 考虑 惯性 离心 力 和 科 里 奥 利 力 的 作用 . 但 
当 质点 相对 于 地 球 有 相对 运动 时 ,质点 离 地 轴 的 距离 的 
变化 ,一 般 都 并 不 太 大 , 故 惯性 离心 力 的 效应 ,只 要 用 重 
力 来 代替 引力 就 可 以 了 . 因此 ,在 研究 质点 相对 于 地 球 
的 运动 时 ,可 以 只 考虑 科 里 奥 利 力 的 效应 . 

在 图 4.4. 1 中 的 圆 球 代表 地 球 . 一 质点 在 北半球 的 
某 点 P 上 以 速度 vw' 相 对 于 地 球 运动 ,P 点 的 纬度 为 和 A. 
图 中 SN 是 地 轴 , 地 球 自转 的 角速度 w 就 沿 着 该 轴 . 单位 矢量 ijk 则 固着 在 地 
球 表面 上 . 且 i 水平 向 南 ,j 水 平 向 东 ,k 竖 直 向 上 ,如 图 所 示 . 根据 上 面 的 讨论 ， 
可 略 去 含有 w* 项 的 惯性 离心 力 , 即 认为 重力 mg 通过 地 球 球 心 , 则 由 式 
(4.3.6) ,得 


图 4.4.1 


中 ”这 并 不 是 说 地 球 就 不 能 当 作 惯性 参考 系 . 地 球 自转 的 角速度 很 小 ,公转 的 角速度 更 小 .所 以 在 很 
多 实际 问题 中 ,地 球 还 是 可 以 看 做 近似 程度 相当 好 的 惯性 参考 系 . 
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ma’ =F - mgk - 2me x 丰 (4.4.1) 
式 中 下 代表 重力 以 外 的 作用 力 (图 上 FF,v',mg 均 未 画 出 ). 
令 转动 坐标 轴 x,y,z 与 ij,k 重合 , 即 x 轴 指 向 南方 ,y 轴 指 向 东方 ,z 轴 竖 直 
向 上 . 则 因 w 与 i,k 共 面 , 故 得 
i A : 


wxv =|-wcosA 0 wsinA 
总 了 了 
= 一 外 ysinAE+ (wicosA + wisinA)j -wy7cosA 大 (4.4.2) 


因此 ,由 式 (4.4.1) , 即 得 质点 P 在 x*,y,z 三 个 方向 的 运动 微分 方程 为 
mi =F, + 2mw ysinA 


my=F, - 2mw(zsinA + icosA) (4.4.3) 


mz2=F, -mg +2mwycosA 

利用 式 (4.4.3) ,我 们 可 以 定性 地 或 定量 地 研究 科 里 奥 利 力 的 影响 , 先 用 两 
个 常见 的 现象 作 定性 的 解释 . 

1. 贸易 风 在 地 球 上 ,热带 部 分 的 空气 , 因 热 上 升 ,并 在 高 空间 两 极 推进 ; 
而 两 极 附近 的 空气 , 则 因 冷 下 降 ,并 在 地 面 附近 向 赤道 附近 推进 ,形成 一 种 对 流 ， 
彼此 交易 , 故 称 贸易 风 , 但 由 于 受到 科 里 奥 利 力 的 作用 ,南北 向 的 气流 , 却 发 生 了 
东西 向 的 偏转 . 由 式 (4.4.3) 很 容易 看 出 : 如 果 气 流 自 北 向 南 推进 , 即 气流 的 速 
度 为 * , 则 所 受到 科 里 奥 利 力 为 -2mw # sinA , 沿 东 西方 向 . 故 北半球 (sinA>0) 地 
面 附近 自 北向 南 的 气流 ,有 朝 西 的 偏向 ,成 为 东北 贸易 风 ; 而 在 南半球 (sinA<0) 
地 面 附近 自 南 向 北 的 气流 ,也 有 朝 西 的 偏向 ,而 成 为 东南 贸易 风 . 大 气 上 层 的 反 
贸易 风 , 在 北半球 为 西南 贸易 风 , 在 南半球 则 为 西北 贸易 风 . 

了 .轨道 的 磨损 和 河岸 的 冲刷 ”由 式 (4.4.3) 还 可 看 出 , 当 物 体 在 地 面 上 运 
动 时 ,在 北半球 上 科 里 奥 利 力 的 水 平分 量 总 是 指向 运动 的 右 侧 , 即 指向 相对 速度 
学 的 右 方 . 例如 坟 自 北向 南 , 科 里 奥 利 力 则 指向 西方 . 这 种 长 年 累 月 的 作用 ， 
使 得 北半球 河流 右岸 的 冲刷 其 于 左岸 ,因而 比较 陡峭 . 双轨 单行 铁路 的 情形 也 是 
这 样 . 由 于 右 轨 所 受到 的 压力 大 于 左 轨 ,因而 磨损 较 甚 . 南半球 的 情况 与 此 相反 ， 
河流 左岸 冲刷 较 甚 ,而 双 线 铁路 的 左 轨 磨损 较 甚 . 

现在 再 用 式 (4.4.3) 来 定量 地 研究 落体 偏 东 的 问题 . 

假定 质点 从 有 限 的 高 度 关 处 自由 下 落 ,那么 我 们 可 以 认为 g 值 不 变 , 且 重力 
以 外 的 ,=F,=F.=0. 因 当 4=0 时 ,质点 的 初速 度 也 等 于 零 , 故 其 初始 条 件 为 := 
0, 计 = 六 = =0; 又 当 4=0 时 ,x=y=0,z=, 故 对 式 (4.4.3) 积 分 一 次 并 代入 初 
始 条 件 后 ,得 
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(4.4.4) 


x = 2wysinA 
y=-2w[xsinA + (z 一 oo 


了 = 一 gt + 2wycosA 
把 式 (4. 4.4) 代 入 式 (4.4.3) ,得 
4mw?sinA[ xsinA + (z 一 A)cosA] 


了 = 2gtwcosA - 4w?y (4.4.5) 


2 =-&g -4wcosA[xsinA + (z —- h)cosA] 

在 式 (4.4.5) 中 又 出 现 了 w” 项 . 但 如 质点 自 离 地 面 200m 以 上 的 高 处 自由 
下 落 , 则 w? 项 的 值 不 会 超过 10 my/s: , 即 wz .j= (7.3x103 ss )2x200 m~10* 
m/s” ;而 如 质点 运动 速度 在 1 m/s 的 数量 级 时 , 科 里 奥 利 加 速度 2wv' 的 数量 级 约 
为 7.3x10 sx2 m/s=10- my/s: ,相差 100 倍 左右 . 因此 ， 是 全 在 2 从 4.5) 中 
再 度 略 去 含 wo” 项. 这 样 , 式 (4.4.5) 就 简化 为 


2=0 

了 -ae (4.4.6) 
z=-g 

再 积分 两 次 ,并 利用 初始 条 件 ,得 
=0 
本 

y= 了 8 cosA (4.4.7) 
zh = gr 


消去 1, 得 轨道 方程 为 
(4.4.8) 


这 是 位 于 东西 竖 直面 内 的 半 立 方 抛物 线 . 
如 质点 自 高 度 为 的 地 方 自由 下 落 , 则 当 它 抵达 地 面 时 ,其 偏 东 的 数值 为 


; 
Ny We ee (4.4.9) 
3A 8 


这 个 数值 很 小 ,在 A=40°,h=200 m 时 , 约 为 4.75x10? m, 故 难于 察觉. 由 此 式 
可 看 出 ,在 杰 道 处 (A=0) 偏 东 的 数值 最 为 显著 ;而 在 两 极 [和 = 他 则 为 零 . 
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单 摆 振 动 时 ,振动 面 依 理应 保持 不 变 . 但 因 地 球 在 自转 ,在 地 面 上 的 观察 者 ,不 能 发 觉 地 
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球 在 转 , 但 在 相当 长 的 时 期 内 , 却 发 现 摆 的 振动 面 不 断 偏 转 . 从 力学 的 观点 来 看 ,这 也 是 由 于 
受到 了 科 里 奥 利 力 的 缘故 . 这 项 显示 地 球 自转 的 装置 ,是 1851 年 
传 科 在 巴黎 首先 制 成 的 . 虽然 早 在 1650 年 ,已 有 人 观察 到 摆 的 振 
动 面 在 缓慢 地 旋转 ,但 却 未 能 对 此 现象 作出 正确 的 解释 . 所 以 我 
们 现在 把 用 来 显示 地 球 自转 的 这 种 装置 叫 傅 科 摆 - 

现在 ,让 我 们 再 用 式 (4.4. 3) 来 详细 分 析 一 下 传 科 摆 的 运动 . 
对 伟 科 摆 来 讲 , 重 力 以 外 的 作用 力 就 是 绳 中 张力 7( 图 4. 5. 1). 如 
绳 长 为 !, 摆 锤 在 某 一 瞬时 的 动 坐标 为 z,y,z, 则 


F.=- 

Ed 

f=- (4.5.1) 
r= 

FP.=77 


我 们 现在 从 两 方面 来 求 式 (4. 4.3) 的 近似 解 : 

(1) w 很 小 ,所 以 包含 w* 的 项 可 以 略 去 . 

(2) 摆 的 振幅 角 很 小 ,特别 在 z 方 向 上 振动 更 微 , 故 : 及 其 对 时 间 的 微 商 都 系 二 阶 微量 ， 
可 以 略 去 . 又 因为 


2 
ea a TY wai 
和 四) ( 2 ) 
故 由 式 (4.5.1) , 知 


这 样 , 式 (4.4.3) 中 的 最 后 一 式 变 为 
T= mg -2mwjycosA ~ mg (4.5.2) 

这 是 因为 后 一 项 比 前 一 项 小 得 很 多 . 而 式 (4. 4.3) 中 的 其 余 两 式 则 为 

x -2w7 sinA+pzxz=0 

] (4.5.3) 

了 +2wz sinA+pP2y=0 


式 中 户 = 专 . 将 式 (4.5.3) 中 第 二 式 乘 以 i(i= V-1) ,再 与 第 一 式 相 加 ,得 复 变 数 方程 


E+2ioksinA +PE =0 (€=x+iy) (4.5.4) 
这 个 方程 式 的 通 解 可 写 为 
€ = Ae"' + Be (4.5.5) 
式 中 4.B 是 两 个 积分 常数 ,都 是 复数 ,其 值 可 由 初始 条 件 决定 . a, 及 n, 则 为 方程 
n+2iwnsinA +p = 0 (4.5.6) 


的 根 , 其 值 为 
nm = iwsinA + i Vo ein A +p™ 
ma = - iwsinA | 
略 去 ww 项 ,得 《=e "(Ae™+Be™) (4.5.8) 
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如 w=0, 即 地 球 无 自转 , 则 


€=é, =x +iy, = Ae”+Be™ 


= (A+B)cospt + i(A - B)sinpt (4.5.9) 
故 | (04.5.10) 
y1=(4-B)sinpt 
而 由 式 (4.5.8) 
€=x+iy 


= [eos(wsinA)t ~ isin(wsinA)t] x [(A+B)cospt + i(A — B)sinpt] 
= [(A+B)cosptcos(wsinA)t + (4 - B)sinptsin( wsinA )1] 
+i[- (A +B)cosptsin(wsinA)t + (4 - B)sinptcos( wsinA)t] 


= [xieos(wsinA)t + yisin(wsinA)t] 


+ i[ - x,sin(wsinA)t + ycos(wsinA):] (4.5.11) 
于 是 ,得 
x = Wicos(wsinA)t + yisin(wsinA)t } (4.5. 12) 
YY =— xsin(wsinA)t + ycos( wsinA )t. 
由 此 可 以 看 出 : 摆 这 时 作 两 种 周期 运动 ,一 种 周期 为 
7=2-27 |/ (4.5.13) 
p 
和 通常 的 单 押 相同 ,其 轨迹 一 般 为 椭圆 ,也 可 能 是 直线 . 另 一 种 周期 则 为 
27 
= in (4.5.14) 


当 sinA>0( 北 半球 ) ,椭圆 长 短 轴 以 角速度 wsinA 作 顺 时 针 旋 转 (图 4.5.2). 或 者 说 ,我 们 看 到 
搜 的 振动 面 以 角速度 wsinA 作 顺 时 针 旋转 . 


4.5.2 


因为 很 小 ,所 以 7'>>7. 因此 ,在 短 时 期 内 ,就 很 难 觉察 到 摆 的 振动 面 在 旋转 . 为 了 观察 
这 种 现象 , 则 摆 锤 应 重 , 悬 线 应 长 ,以 使 振动 能 够 维持 长 久 . 1851 年 , 傅 科 在 巴黎 (A= 49。， 
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sinA ~0.75) 第 一 次 做 此 实验 时 ,!=67 m, 摆 锤 为 直径 30 cm 的 铁 球 , 质 量 28 kg, 所 画 出 的 椭 
圆 的 长 轴 等 于 3 m, 摆 的 振动 周期 7 为 16 s, 而 椭圆 旋转 的 周期 7' 则 为 32 bh. 


小 结 


1 .平面 竺 动 参考 系 
1 平板 上 一 运动 质点 的 绝对 速度 
-w+wxr( 绝 对 速度 = 相对 速度 + 这 连 速度 ) 

2. 平板 上 一 运动 质点 的 绝对 加 速度 

a=a'+0 xr-w rt2wxv 

(绝对 加 速度 = 相对 加 速度 + 牵连 加 速度 + 利 里 奥 利 加 速度 ) 

工 . 空间 转动 参考 系 

[在 转动 参考 系 $' 中 任 一 矢量 G 对 固定 参考 系 $ 的 时 间 变 化 率 为 把 = 小 


对 变化 率 = 相 对 变化 率 + 牵 连 变化 率 ) 
2. 在 S' 系 中 运动 质 4 


+wxG( 绝 


3. 在 S' 系 中 运动 质点 的 绝对 加 速度 


dy _ dr, dw dr 
xm) + x 


=@" + xr+o(vr) -rw +2w xv 
4. 如 w= 常 矢量 , 则 
a=a’-w R+2wxv 
式 中 有 的 量 值 是 质点 到 转动 轴 的 垂直 距离 . 
焉 ， 转 动 参考 系 动力 学 
1. 转动 参考 系 是 非 惯 性 参考 系 ,要 添上 适当 的 惯性 力 , 才 能 运用 牛顿 运动 定律 . 

2. 义 迷 转动 的 平面 参考 系 要 添上 两 种 惯性 力 : mw?r( 惯 性 离心 力 ) 及 -2mwxz'( 科 里 奥 
利 力 ,垂直 于 w 及 w' 所 确定 的 平面 ,其 指向 可 将 v' 沿 着 S' 系 转动 的 反方 向 转 一 直角 即 得 ). 即 
ma’=F-2mwxv' +mor 

3. 空间 转动 参考 系 (S' 系 的 原点 与 S 系 的 原点 重合 
ma’=F-mw xr-mw(w * r) +mw rr-2mowxv 
如 w= 常 矢量 , 则 
ma'’=F+mew:R-2moxv” 
4. 相对 平衡 
F-ma,=0 ( 式 中 a, 为 牵连 加 速度 ) 
NN. 地 球 自转 所 产生 的 影响 
1. 惯性 离心 力 
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使 重力 8 与 引力 8' 在 量 值 和 方向 上 都 有 差别 ,但 比较 微小 , 因 惯 性 离心 力 与 w' 正比. 
2. 科 里 奥 利 力 
a. 运动 方程 

mi = F, + 2mo ysinA 


my = F, - 2mw(zsinA + icosA) 


mz = F. -mg + 2mwycosA 
b. 贸易 风 一 一 使 南北 方向 气流 产生 了 东西 向 的 偏转 . 
%. 轨道 磨损 和 河岸 冲刷 一 一 在 北半球 内 运动 方向 的 右 方 较 甚 - 
d 落体 偏 东 


1 


“。。 候 科 押 一 一 摆 的 振动 面 以 周 其 
7' = -2m_ 转动 (北半球 为 顺 时 针 方向 ) 
wsinA 


补充 例题 


4.1 已 点 在 一 半径 为 R 的 球 上 以 速度 w 沿 球 的 经 线 作 匀 速 运动 , 球 以 匀 角 速 w 绕 其 竖 
直 直 径 转 动 , 求 P 点 的 绝对 加 速度 . 
[ 解 ] 取 单 位 矢量 六 A 在 经 图 面 内 ,单位 矢量 则 垂直 经 图 
面 ,如 图 所 示 , 则 P 点 沿 j 方 向 的 牵连 加 速度 a, 为 
a,=-w r=-w Reosp j (1) 
| 
P 点 的 相对 加 速度 a' 量 值 为 a'= 守 ,其 方向 沿 PO, 即 由 P 了 点 指向 
球 心 0. 用 它 在 jk 方向 的 分 量 表示 , 则 为 
ar = ospj -和 singk (2) 
P 点 的 科 里 奥 利 加 速度 2wxv' 为 
a =2wxv'=2w kx( v'singj—v'cospk) 


=-2wr'sinpi (3) 


因为 a=a'+2wxv -wr 


按 iyk 分 量 求 和 ,得 


a = /orsinp) + (~ wReosp -Feosg) + (Tsing)” 


= 友 0 2 Rl + ing) + Rcorgp (4) 


4.2 一 个 用 金属 丝 做 成 的 半径 为 a 的 光滑 圆圈 ,以 匀 角 速 w 绕 竖 直 直 径 转动 , 圈 上 套 关 
一 个 质量 为 m 的 小 环 . 起 始 时 ,小 环 自 圈 面 的 最 高 点 无 初速 地 沿 着 圆圈 滑 下 , 试 求 当 环 与 圈 
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中 心 的 连 线 和 竖 直 向 上 的 直径 成 9 角 时 ,小 环 运动 微分 方程 及 图 对 环 的 约束 反作用 力 . 
[ 解 ] 惯性 离心 力 =mwzasing( 沿 4P) } 


科 里 奥 利 力 = 2mwa bcosb (垂直 于 圈 面 指向 读者 ) 
故 小 环 运动 微分 方程 为 


(1) 


ma 8 =maaw?singecosg+mgsing( 沿 切 线 ) (2) 


补充 例题 4.2 题 图 
ma 9 ?=-maw'sin*9+mgcos6-R,( 沿 主 法 线 , 即 沿 半径 ) (3) 
0=R,-2mwa 9 cosg( 垂 直 于 圈 指 向 纸 面 , 即 沿 副 法 线 ) (4) 
式 (2) 即 为 小 环 的 运动 微分 方程 . 
又 由 (2) 式 ,得 
ab: = wzasinzb - 25eosg + C (5) 
因为 0 =0,9 =0, 故 C -=25 
把 C 的 值 代 人 (5) 式 ,得 
ag? = wzasinzg + 2g(1 - cosb) (6) 
由 (3) 式 及 (4) 式 得 圈 对 小 环 的 约束 反作用 力 为 
R, = - maw?sin2g - ma + mg&gcosg 
= - 2maw?sin2g + mg(3cos0 - 2) (7) 
R = 2mwa bcosg = 2mwcosb Vwzazrsinzg + 2ga(1 ~ cos0) (8) 
式 中 R, 及 R, 为 约束 反作用 力 沿 主 法 线 及 副 法 线 方向 的 分 量 . 
思 考题 


4.1 为 什么 在 以 角速度 w 转动 的 参考 系 中 ,一 个 矢量 G 的 绝对 变化 率 应 当 写作 9 - 
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dG 
di 


+wxG? 在 什么 情况 下 同人 -0? 在 什么 情况 下 ,wxG=0? 又 在 什么 情况 下 ,各 =0? 


4.2 式 (4.1.2) 和 式 (4.2.3) 都 是 求 单位 矢量 ij 对 时 间 的 微 商 , 它 们 有 何 区 别 ? 你 
能 否 由 式 (4.2.3) 推 出 式 (4. 1.2)? 

4.3 ”在 卫星 式 宇宙 飞船 中 ,宇航 员 发 现 身 体 轻飘飘 的 ,这 是 什么 缘故 ? 

4.4 惯性 离心 力 和 离心 力 有 哪些 不 同 的 地 方 ? 

4.5 圆 盘 以 匀 角 速度 w 绕 竖 直 轴 转动 . 离 盘 心 为 "的 地 方 安装 着 一 根 竖 直 管 , 管 中 有 一 
物体 沿 管 下 落 , 问 此 物体 受到 哪些 惯性 力 的 作用 ? 

4.6 对 于 单线 铁路 来 讲 ,两 条 铁轨 磨损 的 程度 有 无 不 同 ? 为 什么 ? 

4.7 自 赤道 沿 水 平方 向 朝 北 或 朝 南 射出 的 炮弹 ,落地 是 否 发 生 东 西 偏差 ? 如 以 仰角 
40* 朝 北 射出 ,或 垂直 向 上 射出 , 则 又 如 何 ? 

4.8 在 南半球 , 健 科 摆 的 振动 面 , 沿 什么 方向 旋转 ? 如 把 它 安装 在 赤道 上 某 处 , 它 旋转 
的 周期 是 多 大 ? 

4.9 在 第 三 章 刚体 运动 学 中 ,我 们 也 常 采用 动 坐标 系 , 但 为 什么 不 出 现 科 里 奥 利 加 速度 ? 


习 题 


4.1 一 等 腰 直 角 三 角形 04B 在 其 自身 平面 内 以 匀 角 速 w 绕 项 点 0 转动 某 一 点 忆 以 
匀 相 对 速度 沿 4B 边 运动 , 当 三 角形 转 了 一 周 时 ,P 点 走 过 了 4B. 如 已 知 4B=4, 试 求 己 点 在 人 
时 的 绝对 速度 与 绝对 加 速度 . 


答 ; 如 V8TTH454T ,与 位 边 成 w=artan[ -(4m+1) ] 的 角度 


0 1397T ,与 余 边 成 有 =aretan 7 下 的 角度 


4.2 一 直线 以 匀 角 速 w 在 一 固定 平面 内 绕 其 一 映 0 转动 . 当 直线 位 于 Ox 的 位 置 时 ,有 
一 质点 P 开 始 从 0 点 沿 该 直线 运动 . 如 欲 使 此 点 的 绝对 速度 "的 量 值 为 常数 , 问 此 点 应 按 何 
种 规律 沿 此 直线 运动 ? 


A 
园 P 
四 
OA B 0 C3 


第 4. 1 题 图 第 4. 2 题 图 


答 : OP=r= 卫 sinwt 
wo 


4.3 PP 点 离开 圆锥 顶点 0, 以 速度 疼 沿 母线 作 匀 速 运动 ,此 圆锥 则 以 匀 角 速 w 绕 其 轴 转 
动 . 求 开始 :时 间 后 已 点 绝对 加 速度 的 量 值 ,假定 圆锥 体 的 半 项 角 为 a 
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答 : a=wr'sing Vw E+4 
4.4 小 环 重 WW, 穿 在 曲线 形 y=/(x) 的 光滑 钢丝 上 ,此 曲线 通过 坐标 
原点 ,并 绕 竖 直 轴 0y 以 匀 角 速 w 转动 . 如 欲 使 小 环 在 曲线 上 任何 位 置 均 处 于 相对 平衡 状态 ， 
求 此 曲线 的 形状 及 曲线 对 小 环 的 约束 反作用 力 . 


3 
答 : 抛物 线 y= 2 it R=mA/ +2e 


4.5 在 一 光滑 水 平 直 管 中 有 一 质量 为 m 的 小 球 . 此 管 以 匀 角 速 w 绕 通 过 其 一 端的 竖 直 
轴 转 动 . 如 开始 时 , 球 距 转动 轴 的 距离 为 a, 球 相对 于 管 的 速率 为 零 ,而 管 的 总 长 则 为 2a. 求 球 
刚 要 离开 管 口 时 的 相对 速度 与 绝对 速度 ,并 求 小 球 从 开始 运动 到 离开 管 口 所 需 的 时 间 . 


答 : v'=V3aw, v=VTaw, t=-Lin(24/3) 
加 


4.6 一 光滑 细 管 可 在 竖 直 平面 内 绕 通过 其 一 端的 水 平 轴 以 匀 角 速 w 转动 , 管 中 有 一 质 
量 为 m 的 质点 . 开始 时 , 细 管 到 水 平方 向 ,质点 距 转动 轴 的 距离 为 a, 质点 相对 于 管 的 速度 为 
wo， 试 求 质 点 相对 于 管 的 运动 规律 . 


Ws 
i 
4.7 质量 分 别 为 m 及 m' 的 两 个 质点 ,用 一 固有 长 度 为 a 的 弹性 绳 相 联 , 绳 的 劲 度 系数 
为 4= 22m 人 如 将 此 系统 放 在 光滑 的 水 平 管 中 , 管 子 统管 上 某 点 以 匀 角 速 w 转动 , 试 求 任 一 
瞬时 两 质点 间 的 距离 * 设 开始 时 ,质点 相对 于 管子 是 静止 的 . 


答 :s=a(2-coswt) 

4.8 轴 为 竖 直 而 项 点 向 下 的 抛物 线形 金属 丝 ,以 匀 角 速 w 
绕 坚 直 轴 转 动 . 另 有 一 质量 为 m 的 小 环 套 在 此 金属 丝 上 ,并 沿 
着 金属 丝 滑动 . 试 求 小 环 运 动 微 分 方程 . 已 知 抛物 线 的 方程 为 
**=4ay, 式 中 a 为 常数 .计算 时 可 忽略 摩擦 阻力 . 


2 
A x 

:mlts) Xtm 2 -mw xtmg =0 
答 ( | Er "87a 


4.9 在 上 题 中 ,试用 两 种 方法 求 小 环 相对 平衡 的 条 件 . 
答 : w?= 志 
2a 第 4. 10 题 图 
4.10 质量 为 mm 的 小 环 MM, 套 在 半径 为 a 的 光滑 圆 图 上 ， 
并 可 沿 着 圆圈 滑动 . 如 圆圈 在 水 平面 内 以 匀 角 速 w 绕 图 上 某 点 0 转动, 试 求 小 环 沿 圆圈 切线 
方向 的 运动 微分 方程 . 
答 : B+w?sing=0 
式 中 6 为 M 与 圆心 C 的 连 线 和 通过 0 点 的 直径 间 所 夹 的 角 . 
4.11 如 自 北纬 为 A 的 地 方 , 以 仰角 a 自 地 面向 东方 发 射 一 炮弹 ,炮弹 的 腔 口 速度 为 及 
计 及 地 球 自转 , 试 证 此 炮弹 落地 时 的 横向 偏离 为 


3 
d= A oinAviit goede 
8 
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式 中 w 为 地 球 自转 的 角速度 . 计算 时 可 忽略 w? 项 . 
4.12 一 质点 如 以 初速 m 在 纬度 为 A 的 地 方 竖 直 向 上 射出 ,达到 4 高 后 , 复 落 至 地 面 . 
假定 空气 阻力 可 以 忽略 不 计 , 试 求 落 至 地 面 时 的 偏差 


答 : 人 /下 ucosA( 偏 西 
8 
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到 现在 为 止 ,我 们 所 研究 的 力学 问题 ,基本 上 是 以 牛顿 运动 定律 来 求解 的 . 
但 前 面 曾 讲 过 : 用 牛顿 运动 定律 来 求 质点 组 的 运动 问题 时 ,常常 要 解 算 大 量 的 
微分 方程 组 . 如 果 质 点 组 受到 约束 , 则 因 约 束 反 力 都 是 未 知 的 ,所 以 并 不 能 因此 
减少 而 且 甚 至 是 增加 了 问题 的 复杂 性 . 18 世纪 19 世纪 , 随 着 工业 革命 的 迅速 发 
展 ,在 工程 技术 上 迫切 需要 解决 的 又 正好 是 这 一 类 问题 . 因此 ,迫切 需要 寻求 另 
外 的 方法 来 处 理 这 一 类 问题 . 

1788 年 , 拉 格 朗 日 写 了 一 本 大 型 著作 《分 析 力学 》. 在 这 一 本 著作 中 ,完全 用 
数学 分 析 的 方法 来 解决 所 有 的 力学 问题 ,而 无 需 借 助 以 往常 用 的 几何 方法 ,全书 
- 张 图 也 没有 . 在 此 基础 上 ,逐步 发 展 为 一 系列 处 理 力学 问题 的 新 方法 , 称 之 为 
分 析 力学 . 

拉 格 朗 日 是 用 :个 独立 变量 来 描写 力学 体系 的 运动 ,所 以 和 牛顿 运动 方程 
- 样 ,是 二 阶 常 微分 方程 组 ,我 们 通常 把 这 组 方程 叫做 拉 格 朗 日 方程 . 后 来 ,哈密 
顿 在 1834 年 又 提出 : 如 果 用 坐标 和 动量 作为 独立 变量 , 则 虽 方 程式 的 数目 增加 
了 一 倍 , 即 由 * 个 变 为 2* 个 ,但 微分 方程 式 却 都 由 二 阶 降 为 一 阶 . 这 组 方程 叫做 
哈密 顿 正 则 方程 . 哈密 顿 正则 方程 在 理论 上 有 着 更 重要 的 意义 ,在 理论 物理 各 分 
支 中 得 到 了 广泛 的 应 用 . 他 在 1843 年 ,又 运用 变 分 法 提出 了 另 一 个 和 牛顿 定律 
及 上 述 诸 方程 组 等 价 的 哈密 顿 原理 ,用 来 描写 力学 体系 的 运动 . 这 样 ,分 析 力学 
就 变 得 更 为 完整 了 . 在 分 析 力 学 方面 作出 过 贡献 的 ,还 有 英 培 督 、 欧 拉 、 泊 松 、 高 
斯 和 雅 可 比 等 人 . 他 们 所 提出 的 某 些 原理 和 方法 ,有 的 比 拉 格 朗 日 《分 析 力 学 》 
一 书 的 问世 还 早 . 例如 最 小 作用 量 原理 就 是 莫 培 督 在 1744 年 提出 的 . 

分 析 力学 所 注重 的 不 是 力 和 加 速度 ,而 是 具有 更 广泛 意义 的 能 量 , 同 时 又 扩 
大 了 坐标 的 概念 ,因而 使 这 种 方法 和 结论 便于 运用 到 物理 学 的 其 他 领域 . 但 是 ， 
由 于 分 析 力学 中 数学 推理 较 多 ,在 历史 上 也 发 生 过 一 些 不 良 倾向 ,容易 使 人 忘记 
力学 的 物理 实质 ,对 此 我 们 应 当 引 以 为 戒 . 


$5.1 约束 与 广义 坐标 


(1) 约束 的 概念 和 分 类 
大 量 质点 的 组 成 的 体系 ,如 果 其 中 有 相互 作用 ,以 至 其 中 每 一 质点 的 运动 ， 
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都 和 其 他 质点 的 位 置 和 运动 有 关 , 则 这 种 体系 ,叫做 力学 体系 ,或 简称 为 体系 ,也 
就 是 第 二 章 中 所 讲 的 质点 组 . 如 为 力学 体系 中 质点 的 数目 , 则 因 任 一 质点 P， 
的 位 置 ,决定 于 它 的 三 个 坐标 x;,y; 和 ,所 以 我 们 要 确切 知道 整个 力学 体系 的 
位 置 (位 形 ) ,就 应 知道 体系 中 所 有 质点 的 坐标 . 这 些 坐 标的 数目 ,一 共 是 3n 个. 
事实 上 ,在 一 个 力学 体系 中 , 常 存在 着 一 些 限制 各 质点 自由 运动 的 条 件 ,我 
们 把 这 些 条 件 叫做 约束 ,这 在 第 一 章 就 已 介绍 过 . 因此 ,3n 个 坐标 并 不 相互 独 
立 , 而 是 有 一 些 关 系 把 它们 联系 着 . 
约束 对 各 质点 位 置 限制 的 条 件 通常 可 以 表 为 力学 体系 中 质点 的 坐标 .速度 
和 时 间 的 方程 . 如 果 个 质点 所 形成 的 力学 体系 中 受 有 上 个 限制 其 位 置 的 约束 ， 
那 就 有 上 个 表示 这 种 约束 的 方程 ,因此 3n 个 坐标 中 就 只 有 3n-k 个 是 独立 的 . 辟 
如 一 个 质点 原 有 3 个 独立 的 坐标 ,如 果 受 有 曲面 
f(x,y,2)=0 (5.1.1) 
的 约束 ,那么 独立 坐标 的 数目 就 减 为 两 个 . 因为 已 知 x、y 和 4 的 关系 , 则 z 和 1 的 
关系 ,就 可 由 式 (5.1.1) 求 出 . 
如 果 限 制 系统 位 置 的 约束 不 是 时 间 :的 函数 , 则 约束 方程 中 不 显 含 时 间 4， 
如 式 (5.1.1) 所 表示 的 那样 ,这 种 约束 叫做 稳定 约束 . 反之 ,如 果 约 束 是 时 间 1 的 
函数 , 则 约束 方程 就 将 显 含 时 间 4, 例 如 方程 
fx,y,2,t)=00 (5.1.2) 
那么 这 种 约束 就 称 为 不 稳定 约束 . 
例如 , 当 一 质点 和 长 为 1 的 刚性 杆 相连 时 ,如 刚性 杆 的 上 端 固定 不 动 , 取 此 
点 为 坐标 原点 , 则 约束 方程 是 
z+ +2 = 
这 就 是 稳定 约束 . 如 杆 的 上 端 沿 水 平 直线 以 匀速 运动 ,并 取 该 直线 上 某 定点 为 
坐标 原点 , 则 约束 方程 将 是 
(x-ct) +y + = 
这 就 是 不 稳定 约束 . 
约束 又 可 分 为 可 解 的 与 不 可 解 的 . 质点 始终 不 能 脱离 的 那 种 约束 , 叫 不 可 解 
约束 . 例如 质点 被 约束 在 曲面 
xy,z)=0 或 f(x,y,z,t)=0 (5.1.3) 
上 ,并 且 始 终 不 能 脱离 这 个 曲面 ,那么 这 种 约束 就 是 不 可 解约 束 . 如 果 质 点 虽然 
被 约束 在 某 一 曲面 上 ,但 在 某 一 方向 可 以 脱离 , 那 种 约束 就 叫 可 解约 束 . 例如 ,在 
有 下 列 约束 时 


外 ”对 于 不 止 一 个 质点 的 约束 方程 ,有 时 我 们 仍 用 和 式 (5.1. 1) 或 式 (5.1.2) 类 似 的 形式 来 表示 ,不 
过 那 时 *.y,: 将 是 广义 的 ,它们 可 以 代表 所 有 质点 的 坐标 . 


202 第 五 章 分 析 力 学 


f(x,y,2) 三 c (5.1.4) 
质点 可 以 在 曲面 f(x,y,z)=c 上 ,也 可 以 在 f(x,y,z)<c 的 方向 离开 这 一 曲面 . 因 
此 ,不 可 解约 束 以 等 式 表示 ,而 可 解约 束 则 同时 以 等 式 和 不 等 式 来 表示 . 

当 质 点 被 一 柔软 绳 连 在 一 个 定点 0 上 而 作 任 意 运动 时 ,所 受 的 约束 是 可 解 
约束 . 因为 这 时 质点 只 被 限制 不 能 离开 定点 0 超过 ! 的 距离 ,但 可 以 往 里 面 运 
动 ,使 距离 小 于 /. 取 定 点 0 为 坐标 原点 , 则 约束 方程 是 

+r +r er 
但 如 果 质 点 是 用 刚性 杆 和 定点 0 相连 , 则 质点 所 受 的 约束 是 不 可 解约 束 ,约束 
方程 将 是 


x + 入 中 于 = 已 
约束 也 可 分 为 几何 约束 和 运动 约束 . 几何 约束 又 叫 完整 约束 , 它 只 限制 质点 
在 空间 的 位 置 ,因而 表现 为 质点 坐标 的 函数 ,例如 
f(x,y,z)=0 或 f(x,y,z,t)=0 CS 
就 都 是 几何 约束 . 至 于 运动 约束 , 则 除了 限制 质点 的 坐标 外 ,还 要 限制 质点 速度 
的 投影 ,例如 
f(xys232,7,2;t) =0 (5.1.6) 
这 就 是 运动 约束 . 运动 约束 又 叫 微分 约束 , 因 约 东方 程 中 除 含 有 坐标 本 身 外 ,还 
含有 坐标 的 微分 ( 当 约束 方程 的 各 项 遍 乘 以 d 后 ). 微分 约束 有 时 经 过 积分 后 可 
变 为 几何 约束 . 倘若 它 不 能 积分 时 ,就 被 称 为 不 完整 约束 . 不 能 用 等 式 表 示 的 可 
解约 束 ,是 另 一 种 不 完整 约束 . 除了 这 两 种 而 外 ,其 他 约束 都 是 完整 约束 . 
凡 只 受 有 完整 约束 的 力学 体系 叫 完整 系 . 同时 受 有 完整 约束 与 不 完整 约束 
的 力学 体系 ,或 只 受 有 不 完整 约束 的 力学 体系 ,都 叫 不 完整 系 . 
在 §3.7 的 例 2 中, 我们 曾经 讲 过 , 当 圆 柱 体 沿 斜面 滚 下 时 ,约束 方程 是 
xc -a0=0 
这 是 不 含有 微分 或 速度 投影 的 方程 ,所 以 这 种 约束 是 几何 约束 或 完整 约束 . 今后 
我 们 将 主要 研究 受 完整 约束 的 力学 体系 , 即 研究 完整 系 的 力学 问题 . 
在 $1.5 中 ,我 们 已 经 讲 过 : 加 在 一 个 力学 体系 上 的 约束 ,限制 了 力学 体系 
中 各 质点 的 运动 ,使 各 质点 的 运动 和 原来 在 同样 的 力作 用 下 而 不 受 约束 时 的 运 
动 有 所 不 同 . 约 东 所 以 能 产生 这 样 的 效果 ,是 通过 质点 间 相互 的 机 械 作用 来 实现 
的 ,这 就 是 我 们 在 $ 1.5 中 所 讲 的 约束 反作用 力 ,简称 约束 力 或 约束 反 力 . 在 分 析 
力学 中 ,主要 的 课题 是 求 力学 体系 的 运动 ,而 不 是 求 这 些 约束 反 力 . 


(2) 广义 坐标 


前 已 提 到 ,对 于 n 个 质点 所 形成 的 力学 体系 ,如 果 有 处 个 几何 约束 
f(x,y,2,t)=0 (a=1,2,.…,k) CaF1. 7) 
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那么 独立 坐标 就 减少 为 3n-k 个 . 这 些 独立 坐标 ,也 就 是 力学 体系 的 坐标 . 在 力 
学 体系 只 受 有 几何 约束 的 情形 下 ,这 些 独立 坐标 的 数目 叫做 力学 体系 的 自由 度 . 
但 对 微分 约束 来 讲 , 自 由 度 的 数目 则 可 能 小 于 独立 坐标 的 数目 . 
既然 只 有 3n-k 个 坐标 是 独立 的 ,如 果 我 们 令 3n-k=s ,那么 我 们 就 可 通过 式 
(5.1.7) ,把 3n 个 不 独立 的 坐标 用 s 个 独立 参数 g,,q,,…g, 及 上 表 出 , 即 
X=x( gi, 9.»t) 
19.) (i=1,2,..…,n,s<3n) (5.1.8) 


y=7( 91,9:, 


z=2( 91.,92.""" ,4.11) 
或 

六 =ri(9q 9qg ,98) (i=1,2,.°,n,s<3n) tS.9) 
式 中 9 ,9 ,4, 叫做 拉 格 朗 日 广义 坐标 , 它 不 一 定 是 长 度 ,可 以 是 角度 或 其 他 物 
理 量 , 例 如 面积 4、 体 积 7、 电 极 化 强度 已 .磁化 强度 M 等 . 在 几何 约束 的 情况 下 ， 
广义 坐标 的 数目 和 自由 度 的 数目 相等 . 此 * 个 广义 坐标 ,就 足以 规定 力学 体系 的 
位 置 . 例如 一 质点 被 约束 在 圆周 x*+y =R* 上 运动 时 ,可 令 x=Reosg,y=Rsing, 式 
中 0 是 质点 某 时 刻 所 在 处 的 位 和 撩 和 * 轴 间 的 夹 角 ,9 就 是 这 一 问题 的 广义 坐标 . 
这 时 质点 在 一 平面 上 运动 , 原 应 有 两 个 坐标 ( 即 *,y) ,但 因 圆 周 是 一 个 约束 ,所 
以 只 有 一 个 是 独立 的 , 即 这 个 问题 是 一 个 自由 度 的 问题 . 约束 方程 x**+y =R* 相 
当 于 式 (5.1.7) ,而 x=Reosg,y=Rsing 则 相当 于 式 (5. 1.8).9 就 是 这 个 问题 的 
广义 坐标 . 


$5.2 虚 功 原理 


(1) 实 位 移 与 虚 位 移 
设 质点 按 规律 
xz=j(t)，7=AP)，z= 及 (0) 5 ) 

运动 ,那么 在 无 限 短 的 时 间 dt 内 ,质点 的 位 移 为 dr( dx,dy,dz) ,而 且 dr=7di, 或 
dx=dt,dy=7》dt,dz= :dt 在 这 种 情形 下 ,质点 的 位 矢 r 或 坐标 (x,y,z) 由 于 参 
数 : 改 变 di 而 发 生变 化 . 如 dt=0, 即 时 间 没 有 变化 , 则 dr=0, 或 dx=dy=dz=0. 
质点 由 于 运动 实际 上 所 发 生 的 位 移 , 叫 做 实 位 移 ,并 以 dr 表示 . 

现在 让 我 们 想象 在 某 一 时 刻 t, 质 点 P 在 约束 所 许可 的 情况 下 ,发 生 了 一 个 
无 限 小 的 变更 . 这 一 变更 ,不 是 由 于 质点 的 运动 而 实际 发 生 的 ,而 只 是 想象 中 可 
能 发 生 的 位 移 , 它 只 决定 于 质点 在 此 时 刻 的 位 置 和 加 在 它 上 面 的 约束 ,而 不 是 由 
于 时 间 的 改变 所 引起 的 . 这 种 位 移 叫 做 虚 位 移 , 并 以 5r 表 之 . 由 于 时 间 上 没有 改 
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变 , 故 5t=0. 

一 般 讲 来 ,在 任 一 时 刻 +, 在 约束 所 许可 的 情况 下 ,质点 的 虚 位 移 可 以 不 止 一 
个 . 例如 质点 被 约束 在 一 曲面 或 一 平面 上 时 ,那么 只 要 不 离开 此 曲面 或 平面 , 质 
点 可 以 在 各 个 方向 发 生 虚 位 移 . 实 位 移 则 不 同 , 它 除 受 到 ___-_、 
约束 的 限制 外 ,还 要 受到 运动 规律 (5.2. 1) 的 限制 . 当时 间 [Zi 
改变 4: 后 , 实 位 移 一 般 只 能 有 一 个 ,因为 质点 的 坐标 (x,y， 
z) 通 常 都 是 时 间 :的 单 值 函数 . 

在 稳定 约束 下 , 实 位 移 dr 是 许多 虚 位 移 sr 里 面 的 一 


个 . 但 对 不 稳定 约束 来 讲 , 实 位 移 与 虚 位 移 并 不 一 致 . 例如 质点 被 约束 在 运动 着 
的 曲面 . 


f(x,y,2,t)=0 
上 , 则 在 某 一 时 刻 +, 无 限 小 虚 位 移 5r 将 通过 质点 在 该 时 刻 所 占据 的 P 点 的 切 平 
面 ,而 实 位 移 dr, 由 于 曲面 移动 , 即 由 图 5. 2. 1 的 实 线 位 置 移动 到 图 中 虚线 所 示 
的 位 置 , 故 并 不 在 这 个 切 平面 内 . 


(2) 理想 约束 
作用 在 质点 上 的 力 ( 包 括 约 束 反 力 )F 在 任意 虚 位 移 5r 中 所 作 的 功 , 叫 做 虚 
功 . 如 果 作 用 在 一 力学 体系 上 诸 约束 反 力 在 任意 虚 位 移 Sr 中 所 作 的 虚 功 之 和 为 
零 , 即 
六 Rar -0 (5. 
那么 这 种 约束 叫做 理想 约束 . 光滑 面 .光滑 曲线 .光滑 铵 链 、 刚 性 杆 、 不 可 伸 长 的 
绳 等 都 是 理想 约束 . 引入 虚 位 移 的 目的 ,就 在 于 利用 式 (5. 2.2) 来 消去 这 些 约束 
反 力 . 
(3) 虚 功 原理 
以 下 我 们 只 讨论 不 可 解约 束 的 情况 . 设 受 有 上 个 几何 约束 的 某 力学 体系 处 
于 平衡 状态 . 取 体 系 中 任 一 质点 已 ,并 设 作 用 在 此 质点 上 主动 力 的 合力 为 F,, 约 


束 反 力 的 合力 为 R,, 则 因 在 此 体系 中 每 一 质点 都 必须 处 于 平衡 状态 中 ,故此 时 
必 有 


Fi+R=0 (i=1,2,.,n) SEE 
现在 让 每 一 质点 自 它 的 平衡 位 置 发 生 一 虚 位 移 Sr,, 则 由 式 (5.2.3) ,得 
F,:8r+R8r=0 (i=1,2,.,n) (5.2.4) 


把 式 (5. 2.4) 中 各 等 式 相 加 ,就 得 到 
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六 Parn+ 六 Rar=0 (二 2 


但 如 为 理想 约束 , 则 根据 式 (5. 2. 2) ， 玉 :sr =0, 因 此 ,如 果 这 样 的 力学 体 
系 处 于 平衡 状态 , 则 其 平衡 条 件 是 


SW= FF, gr=0 (5.2.6) 
各 


SW= > (FBx+F, y+F.8z,)=0 | (5:2:7) 


反之 ,也 可 证 明 , 如 果 平 衡 位 置 是 约束 所 允许 的 位 置 , 则 当 (5.2.6) 式 对 任 
意 5r; 都 成 立时 ,系统 在 该 位 置 必 保持 平衡 . 由 此 可 知 , 受 有 理想 约束 的 力学 体 
系 平衡 的 充 要 条 件 是 此 力学 体系 的 诸 主动 力 在 任意 虚 位 移 中 所 作 的 元 功 之 和 等 
于 零 . 这 个 关系 是 1717 年 伯 努 利 首先 发 现 的 ,叫做 虚 功 原理 ,也 叫 虚 位 移 原理 . 

利用 虚 功 原理 解 理想 约束 的 力学 体系 的 平衡 问题 时 ,由 于 约束 反 力 自动 消 
去 , 故 可 很 简单 地 用 它 去 求 主动 力 在 平衡 时 所 应 满足 的 条 件 , 即 所 谓 平衡 条 件 ， 
这 是 它 很 大 的 一 个 优点 . 但 从 另 一 方面 来 看 ,也 有 它 的 缺点 ,因为 无 法 用 它 来 求 
出 约束 反 力 . 

由 于 约束 关系 ,3n 个 坐标 zx ,yi ,za(i=1,2,…,n) 并 不 完全 独立 , 故 式 
(5.2.7) 诸 虚 位 移 前 的 乘 数 , 即 作 用 在 任 一 质点 上 的 合 外 力 在 虚 位 移 方向 上 的 
投影 ,一 般 不 会 全 令 之 为 零 . 因为 全 令 之 为 零 ,就 可 能 变 成 4 个 自由 质点 的 平衡 
方程 ,这 将 与 原来 受 有 约束 的 假设 矛盾 . 如 果 我 们 利用 式 (5.1.8) ,把 3n 个 不 独 
立 的 坐标 改 用 * 个 独立 的 广义 坐标 9.(a=1,2,…,s) 表 出 ,然后 令 :个 独立 的 虚 
位 移 ( 即 诸 独 立 的 8q。) 前 的 乘 数 等 于 零 , 则 可 得 出 所 求 的 平衡 条 件 . 如 果 除 了 求 
平衡 条 件 外 ,还 要 求 约束 力 , 则 要 利用 拉 格 朗 日 未 定 乘 数 . 关于 未 定 乘 数 法 ,我 们 
将 在 本 节 (4) 中 再 作 介绍 . 

现在 让 我 们 求 出 一 个 力学 体系 用 s 个 独立 的 广义 坐标 9。(a=1,2,…,s) 表 
示 的 平衡 方程 , 亦 即 在 广义 坐标 下 力学 体系 的 平衡 条 件 . 由 式 (5. 1.9) ,我 们 知 
r, 的 虚 位 移 为 

ar = 站 Bg. (5.2.8) 


所 以 由 式 (5.2.6) 及 式 (5.2.8) 知 在 广义 坐标 下 的 平衡 方程 是 


SW= 三 Fa 5 [rT a8g,) ] 


2 9g。 
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-了 (三 Ee) .= 0,50.) =0 (5.2.9) 


式 中 0。 应 是 g(a=1,2,…,s) 的 函数 . 现在 , 诸 虚 位 移 3g。 已 是 互相 独立 的 了 ， 
因而 得 出 


Q.=0 (a=1,2,.…,s) (5.2.10) 
这 就 是 受 有 理想 完整 约束 的 力学 体系 在 广义 坐标 系 中 的 平衡 方程 , 它 和 力学 体 
系 自由 度 的 数目 相等 . 0。 叫 广 义 力 ,我 们 在 $5.3 中 还 要 详细 讨论 它 的 物理 意 
义 .和 Fi 一 样 , 它 也 不 包含 约束 力 . 至 于 0。 的 详细 表达 式 则 为 
. or, < Ox, ay zi 
2 Zr 总 ) 3 人 (5 于 过 | 
(a=1,2,…,s) (5.2.11) 

[ 例 1] 均匀 杆 04, 重 己 ,长 为 4 ,能 在 竖 直 平面 内 绕 
固定 铵 链 0 转动 . 此 杆 的 4 端 ,用 铵 链 连 另 一 重 刀 长 为 的 
均匀 杆 48. 在 48 杆 的 8 端 加 一 水 平 力 F. 求 平衡 时 此 二 杆 与 
水 平 线 所 成 的 角度 a 及 有 (图 5.2.2). 

[ 解 ] 我 们 如 能 确定 4.B 两 点 的 位 置 ,本 问题 即 告解 
决 . 由 于 04 和 4B 杆 都 位 于 xy 平面 内 , 故 系 一 平面 问题 ,只 要 
四 个 坐标 ,就 能 确定 4.B 两 点 的 位 置 . 但 因 04 = 小 ,48= 心 是 
两 个 约束 方程 ,所 以 自由 度 只 有 两 个 ,现在 选 a 及 BB 为 两 个 广 
义 坐 标 ， 图 5.2.2 

如 果 令 P, 的 作用 点 ( 即 04 的 中 点 ) 的 坐标 为 (xz ,yi ) ， 

P, 的 作用 点 ( 即 48 的 中 点 ) 的 坐标 为 ( x: ,7: ) ,F 的 作用 点 ( 即 8 点) 的 坐标 为 (x,,y,), 则 由 
虚 功 原理 式 (5.2.7) ,得 


O 


Piax + Par + F8y, = 0 (1) 
但 


人 pnd sina 


六 Laing+ 二 hsing (人 
1 = 1ieosa + Leosp 


把 (2) 式 代入 (1) 式 ,得 
Pis( Husina) + Pa( tsina + 二 hsing) + F8(lecosm + Leos8) = 0 (3) 


即 (去 Paeosa + Pieosa - Plsina) Ba + (J Pcosp - Fhsing) 8B =0 (4) 


因 sa 及 5B 都 是 相互 独立 的 , 故 得 
FPilicosa + Pheose - Phisina = 0 


i (5) 
TPsleosB - Flsing = 0 
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ama 2t2P 
i na = 
所 以 2F (6) 
P, 
anB= 5 
这 就 是 我 们 欲求 的 两 个 关系 . 
顺便 指出 ,本 例题 的 广义 坐标 是 和 有 (4) 式 中 sa 前 的 乘 数 , 即 (5) 式 的 第 一 式 是 0,， 
而 (4) 式 中 3 前 的 乘 数 , 即 (5) 式 中 的 第 二 式 , 则 是 0,. 所 以 正文 中 所 讲 的 两 种 方法 是 一 样 
的 . 在 这 里 ,广义 坐标 a 和 有 都 是 角度 ,所 以 广义 力 0, 和 @: 都 是 力矩 而 不 是 力 [参看 
(5.3. 14) 式 后 的 说 明 ]. 


“(4) 拉 格 朗 日 未 定 乘 数 与 约束 力 


前 面 曾 一 再 提 过 ,利用 虚 功 原理 可 以 很 方便 地 求 出 在 广义 坐标 下 的 平衡 条 件 ,但 却 不 能 
求 出 约束 力 . 为 了 弥补 这 个 缺陷 ,可 以 采用 拉 格 朗 日 未 定 乘 数 法 , 它 可 以 同时 求 出 平衡 位 置 与 
约束 力 . 

设 我 们 有 一 由 上 个 质点 所 组 成 的 力学 体系 ,此 力学 体系 有 上 个 完整 约束 (不 完整 约束 也 
可 以 ,但 静 力学 中 比较 少见 ) 

Ja(x0yz) =0 (B= 1,2,%,k) (5.2.12) 
式 中 x,y,z 是 力学 体系 中 所 有 各 点 的 坐标 (缩写 ) ,因而 是 3n 个 坐标 的 函数 ,至 于 此 力学 体系 
独立 坐标 的 数目 则 为 3a-k 个 . 

我 们 可 以 直接 用 原 有 的 3n 个 坐标 来 解 算 , 也 可 用 广义 坐标 9,(a=1,2,…,s;s=3n-k) 来 
解 算 ,结果 是 一 样 的 . 我 们 现在 先 用 上 面 所 讲 的 第 一 种 方法 . 

根据 虚 功 原理 ,力学 体系 的 平衡 条 件 是 


Dor. Bx, + FBy, + F585) = 0 
力学 体系 各 点 坐标 的 应 位 移 ， 应 当 满足 下 列 关系 : 


5 (M+ 2 + aa) = 0 (612,… (5.2.13) 


把 式 (5.2. 13) 中 各 等 式 分 别 条 以 各 ,然后 和 (5.2.7) 式 相 加 ,得 
> SI SI 
ZS [rr Be (Fr,+ De) oy 
+(r, + a |] = (5.2.14) 


选择 As ,使 上 个 不 独立 虚 位 称 前 的 乘 数 等 于 零 ， 因而 余下 的 3n-k 个 独立 虚 位 移 前 的 乘 数 也 
等 于 零 了 ,于 是 得 


(i = 1,2,.,n) 《5323 
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把 它们 和 上 个 约束 方程 (5.2. 12) 合 并 起 来 ,就 有 完整 的 一 组 3n+k 个 方程 ,可 用 来 决定 3n+k 
个 量 % ya(i=1,2,…,n) 及 As(B=1,2,…,k).As 叫 拉 格 朗 日 未 定 乘 数 . 
如 果 一 个 质点 约束 在 一 曲面 /(x,y,z)= 0 上 , 则 根据 式 (5.2.12) 及 (5.2.15) 可 知 ,由 


a 
F.+AY=0 
Ox 


,+A -0 

”ay (5.2.16) 
F.+AY -0 

A 

flx,y,z) =0 


四 式 可 求 出 *,y,z 及 A 四 个 量 . 
如 一 质点 约 东 在 一 曲线 用 (x,y,z)=0 及 f(x,y,z)=0 上 , 则 依据 同样 理由 ,可 由 


hh 
tt 

DA 
th 

(5.2.17) 

vy EA A 
Pt 只 =0 
/i(x,7,2) = 0， 
(zy,z) = 0 


五 式 , 求 出 *,y,z,A 及 A, 五 个 量 . 
现在 让 我 们 来 看 一 看 未 定 乘 数 A 的 物理 意义 . 在 面 约束 的 情形 下 ,将 式 (5.2. 16) 中 前 三 
式 分 别 乘 以 单位 矢量 iyk, 并 相 加 ,得 


Pt Fj + Fk tA( Mit + A) =0 
x )z 


oy 
或 
F+AV/=0 (5.2. 18) 
但 质点 在 曲面 上 平衡 时 ， 
F+R=0 
式 中 R 是 曲面 对 质点 的 约束 反作用 力 . 由 此 得 
R R 
二 区 (5.2.19) 
或 
R=AV/ (5.2.20) 
同 理 , 在 线 约束 的 情况 下 ， 
R=AV/, R=AVA (5.2.21) 


所 以 拉 格 朗 日 未 定 乘 数 是 和 约束 反作用 力 成 比例 的 标量 . 如 果 A 可 以 求 出 ,那么 约束 反作用 
力 就 可 以 决定 了 . 推广 到 更 一 般 的 情况 也 是 这 样 . 甚至 线性 依赖 于 速度 的 不 完整 约束 也 可 
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以 用 . 
现在 再 讲 用 广义 坐标 来 解 此 同一 问题 的 方法 . 首先 ,应 当 利用 式 (5. 1. 8) 把 式 (5.2. 12) 
中 3n 个 xy,z 改 用 :个 广义 坐标 gs(a=1,2,…,s) 表 出 , 则 约束 方程 将 变 为 
pa(gi 9 9) =0 (B= 1,2,..…,k) (5.2.22) 
为 体系 所 受到 完整 约束 的 数目 ,而 虚 位 移 8g。 则 应 满足 下 列 关 系 : 


D3 aao。 =0 (B=1,2,,k) (5.2.23) 
把 式 (5.2.23) 中 每 一 式 乘 以 和 ,并 和 式 (5.2.9) 相 加 ,得 

Ss Sa 二 

Zl{e.+ Zs)] ax。 (5.2.24) 


如 上 所 述 ,由 于 约束 关系 , 诸 8g。 也 并 不 完全 独立 . 但 我 们 可 以 选择 Me ,使 不 独立 虚 位 移 
前 的 乘 数 等 于 零 ,那么 剩 下 的 独立 虚 位 移 前 的 乘 数 也 就 等 于 零 了 . 这 样 ,我 们 就 得 到 


0 20 (a = 12,0) (5.2.25) 


联合 式 (5. 2. 22) 和 式 (5.2.25) ,我 们 就 有 *+k 个 方程 ,可 用 来 决定 上 个 未 定 乘 数 MA 和 个 广 
义 坐 标 9 上 个 未 定 乘 数 As 仍然 是 和 约束 力 成 比例 的 标量 ,而 8。 则 是 以 广义 坐标 g。 所 表 出 
的 主动 力 . 

- 般 说 来 ,用 拉 格 朗 日 未 定 乘 数 法 来 求 约束 力 , 并 不 比 用 牛顿 定律 所 求 出 的 平衡 方程 简 
便 ,甚至 反 使 问题 复杂 化 . 不 过 ,未 定 乘 数 法 是 一 种 重要 的 数学 方法 ,在 理论 物理 中 用 途 很 广 ， 
有 重要 的 理论 意义 . 我 们 应 当 对 它 有 所 了 解 . 

[ 例 2] 两 条 长 为 4 与 1, 的 无 弹性 轻 绳 , 系 着 一 个 物体 ,如 图 5.2.3 所 示 . 绳 的 另外 两 端 
挂 在 一 水 平 墙 的 两 点 4 与 B 上 ,4B 间 的 距离 为 a= 
(48)". 已 知 重 物 的 重量 为 W, 试 用 拉 格 朗 日 未 定 
乘 数 法 , 求 绳子 中 的 张力 7, 与 7, 的 量 值 . 

[ 解 ] 本 题 是 一 平面 问题 , 故 在 约束 (水 平 墙 ) 
取消 后 ,有 两 个 自由 度 . 在 图 5.2.3 中 , 取 4 点 为 坐标 
原点 ,x 轴 竖 直 向 下 ,y 轴 沿 直线 48, 物 体 的 作用 点 C 
在 此 系 中 的 坐标 为 (x,y). 两 条 强 中 的 张力 T， 和 7 
是 约束 力 ( 即 前 面 所 讲 的 R,) ,而 物体 的 重量 W 则 是 
主动 力 . 

本 题 如 绘 出 力 三 角形 ,并 由 正弦 定律 ( 常 称 为 拉 
密 方程 ) ,很 容易 求 出 T, 和 7, 的 量 值 . 用 平面 共 点 力 系 的 平衡 方程 ,也 容易 得 出 同样 结果 . 这 
里 为 了 和 正文 印证 ,采用 未 定 乘 数 法 来 解 . 

由 虚 功 原理 (5. 2.7) ,得 


a=Wii+ 
上 a 


图 5.2.3 


SW = wx = 0 (1) 
又 由 式 (5. 2. 12) , 知 本 题 的 约 东 方程 是 
f(xy) = -#2 -y =0, 
f(x,7) = Bx | 1 
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微分 (2) 式 ,并 引入 未 定 乘 数 A， 和 A: , 则 由 式 (5.2. 14) ,得 
[zw-2(A,+A:)xz]sxz-[2Ay-2hA:(a-y)]s8y =0 (3) 
由 此 得 [ 即 (5.2. 17) 式 ] 
-2(A +A)x=0 } i 
-Ay+Ala-y)=0 
(2) 与 (4) 共 有 四 个 方程 ,可 用 来 定 出 A, ,A, x 及 y 四 个 量 . 由 (4) 式 得 


(5) 
由 (2) 式 ,我 们 又 得 


a 


求 出 A,.A, .x 及 y 后 ,我 们 再 由 式 (5.2.21), 即 得 所 求 的 绳 中 张力 的 量 值 为 


a-y wl wl, 
= 和 |1VA| = 蔡 一 (24) ye 


(7) 


wh 


-3 


y wl 
= AVhA1 = 基 二 (20) = 二 


$5.3 拉 格 朗 日 方程 
(1) 基本 形式 的 拉 格 朗 日 方程 


现在 要 从 牛顿 运动 定律 出 发 , 求 出 用 广义 坐标 表示 的 完整 系 的 动力 学 方程 ， 
它 是 分 析 力 学 中 极为 重要 的 方程 组 之 一 ,从 推导 过 程 也 可 看 出 , 它 是 在 达 朗 贝尔 
等 前 人 的 工作 基础 上 发 展 起 来 的 . 

由 个 质点 所 形成 的 力学 体系 的 动力 学 方程 ,根据 牛顿 运动 定律 的 表达 式 
(1.5.4) 可 写 为 

mr,=F +R, (i=1,2,..…,n) 
或 
-mi +F+R=0 (i=1,2,.,n) (5.3.1) 

这 个 方程 和 上 式 在 数学 上 虽然 只 是 移 项 手续 的 不 同 ,但 在 物理 意义 上 却 很 有 
意义 . 式 (5.3.1) 是 一 个 力学 体系 的 平衡 方程 ,代表 主动 力 F, 约束 反 力 R, 和 质点 
因 有 加 速度 而 产生 的 有 效力 (惯性 力 ) 的 平衡 . 通过 这 种 办 法 就 可 把 动力 学 问题 化 
为 静 力 学 问题 来 处 理 . 式 (5. 3. 1) 反 映 的 这 种 平衡 关系 ,通常 叫做 达 朗 贝尔 原理 . 

若 用 虚 位 移 3r; 标 乘 式 (5. 3. 1) ,并 对 i 求 和 ,在 理想 约束 的 条 件 下 , 则 得 


$5.3 拉 格 朗 日 方程 211 


BF): "Sr,=0 ($22) 


这 个 方程 和 表示 虚 功 原理 的 式 (5. 2.6) 颇 为 类 似 . 这 是 和 力学 体系 的 静止 条 件 
式 (5.3.1) 相 应 的 虚 功 原理 . 即 达 朗 贝尔 原理 和 虚 功 原理 的 结合 ,有 时 又 称 为 达 
朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 方程 . 

由 于 存在 约束 关系 ,我 们 不 能 令 式 (5. 3.2) 中 8r, 前 面 所 有 的 乘 数 都 等 于 
零 , 否 则 ,就 成 为 自由 质点 的 运动 微分 方程 了 . 因此 ,可 以 利用 式 (5.1.9) ,把 不 
独立 的 7 等 改 用 广义 坐标 q。 等 来 表示 . 当然 ,F; 及 7 , 等 也 要 相应 地 用 广义 坐 
标 及 其 微 商 等 来 表示 . 如 果 力 学 体系 受 有 上 个 几何 约束 ,那么 只 要 s=3n-k 个 广 
义 坐 标 9 ,9 ,…9,, 就 能 表明 此 力学 体系 的 运动 状态 了 . 现在 让 我 们 来 进行 这 种 
变换 . 

由 式 (5.1.9), 知 ri 是 s 个 g(a=1,2,…,s) 及 1 的 函数 . 显然 ， 


ri or; 9ri 
dr = dq + Ee ER + dt 
3 dg + (5.3.3) 
如 果 把 实 位 移 dr, 改 成 虚 位 移 和 8t=0, 故 由 式 (5.3.3) ,就 立即 得 出 
in = 7 8 
r= 2 Be (5.3.4) 


因此 , 式 (5.3.2) 可 改写 为 
EP) dg 0 
即 
-Tom — s+ DF DR. Sg, =0 (5.3.5) 


I 0 -起 , 因 为 它们 是 互 不 相关 的 = 个 是 对 指标 i 
求 和 ,而 另 一 个 是 对 指标 a 求 和 . 


令 


pp -六 [三 (5 区) 到] 


2 LR 9) 


Em. [Sr sn] = Eo (5.3.7) 
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现在 来 计算 P。. 由 式 (5. 3.6) , 知 
: de |/. E ~ , da 
Pm 2 -mi 熙 ] (5.3.8) 


现在 先 求 ,的 表达 式 . 由 式 (5. 3.3)r, 的 微分 表示 式 , 可 立即 列 出 7 的 微 
商 表达 式 , 即 


:dr os ar; 
i (5.3.9) 


由 式 (5.1.9) 知 7 是 g,,q,,…,9, 及 上 的 函数 ， 而 2 (a=l, 2,…,s) 一 般 也 


仍然 是 9 ,92,，…,9, 及 上 的 函数 ,除非 这 些 独立 i 人 因此 ,， 

孝 
不 是 9 。 的 函数 . 且 因 4， ,9 ,,… ,9， 和 
得 出 : 


在 一 般 情况 下 ,是 q,,9,,…,9,;914,92,…,9, 及 4 的 函数 . 同时 ,2 人 和 每 个 


人 (5.3.10) 
Og 69。 
Or, 
再 求 谍 -对 4 的 微 商 ,得 
dr /or . ， 
dt og § i ?4 出) 新 i rr 声 Ep + 多 
_ar _ 0 /dr, 
9g 39-(] (5.3.11) 


即 x 对 时 间 4 的 微 商 和 对 广义 坐标 9。 的 偏 微 商 可 以 对 易 . 利用 (5. 3. 10) 及 
(5.3. 11) 两 式 的 关系 , 式 (5. 3.8) 变 为 


de /. .or ES 
Paes a a : 二 
i 
式 (5.3.12) 右 方 含 有 求 和 号 的 两 项 , 恰 为 体系 动能 

= 
对 9 。 及 g。 的 偏 微 商 ,因此 式 (5.3.12) 可 改写 为 
=- 业 .37 _ 67 
diag, 09. 


通过 式 (5. 3.6) 与 式 (5.3.7) 的 代 换 ,动力 学 方程 式 (5.3.5) 变 为 
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六 [可 ,可 :四 加 -ez 


由 于 8g。 是 互相 独立 的 , 故 得 
EE os | 


dt 
这 就 是 基本 形式 的 拉 格 朗 日 方程 . 它们 是 广义 坐标 g。 以 时 间作 自 变 量 的 :个 
二 阶 常 微分 方程 . 此 组 方程 的 好 处 是 ,只 要 知道 一 力学 体系 用 广义 坐标 9, ,9;， 
…,9g, 所 表 出 的 动能 7, 及 作用 在 此 力学 体系 上 的 力 0, ,0: ,…,Q,( 也 是 用 9。 及 上 
表 出 的 ) ,就 可 写 册 这 力学 体系 的 动力 学 方程 -叫做 广义 动量 ,可 为 线 动量 亦 

qe 
可 为 角 动量 等 . 9 ,叫做 广义 速度 ( 线 速度 ,角速度 或 其 他 ). 因为 动量 对 时 间 的 
微 商 等 于 力 , 故 Q。 叫做 广义 力 ,在 $5.2 中 已 经 出 现 过 . Q@。8q。 的 量 纲 跟 功 的 量 
岗 一 样 , 故 0。 的 量 纲 将 随 9。 的 选择 而 定 . 0。 可 以 是 力 , 也 可 以 是 力矩 或 其 他 的 
物理 量 , 如 压强 P、 表 面 张力 0、 电 场 强度 E 或 磁场 强度 等. 广义 力 0。 中 一 般 
不 包含 约 东 反作用 力 . 所 以 利用 基本 形式 的 拉 格 朗 日 方程 一 般 也 不 能 直接 求 出 
约 东 反作用 力 . 
由 式 (5.3.7) ,广义 力 8。 可 以 用 


pn ag -© (a=1,2,.,s) (5.3.14) 


Q.= i (a =1,2,.,s) 


的 关系 求 出 ,但 比较 麻烦 . 通常 情况 下 ,我 们 还 是 直接 用 式 (5. 3.7) 来 计算 广义 
力 Q。 比较 方便 . 由 式 (5.3.7) 及 式 (5.3.4) , 知 

sr = 六 0.59。= 8W 
对 非 平衡 问题 来 讲 , 主 动力 所 作 元 功 之 和 并 不 为 零 . 因此 ,欲求 0, ,可 求 出 除 54， 
外 其 余 诸 8q.(a=2,3,…s) 均 为 零 时 主动 力 所 作 元 功 之 和 ,再 以 5q, 除 之 即 得 . 
Q;、0;,… ,0, 的 求法 照 此 类 推 . 


(2) 保守 系 的 拉 格 朗 日 方程 


对 保守 力 系 来 讲 ,基本 形式 的 拉 格 朗 日 方程 (5. 3. 14) ,还 能 再 加 简化 . 根据 
$1.7 中 的 讨论 ,保守 力 系 中 必 存 在 势能 V, 它 是 坐标 的 函数 , 且 


F,=- Vy 
ji) 
Fa = 0,p, = ,Fo 
Bx 7, Hz 


它 和 式 (1.7.6) 不 同 之 处 在 于 V 是 所 有 点 坐标 的 函数 , 即 x;,y,,z(i=1,2,…n) 
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的 函数 中 . 如 果 把 变换 方程 式 (5. 1.8) 代 入 , 则 了 成 为 9 ,9,,… 


于 是 
< Or, Ox 9y, 9z 
= DP (rtp + 
@ 2 dg. 名 ”89 ~ 9g。 ge 
了 (= 3 Dk 
Ly] Ox, 909。 8yi 9qg。 8zi 6g。 dg 


这 样 一 来 ,基本 形式 的 拉 格 朗 日 方程 式 (5. 3. 14) 就 可 改写 为 

En ee -7__V 

出 | 8qg。 64。 

因为 势能 了 中 一 般 并 不 包含 广义 速度 4 。, 故 如 令 
L=T-V 


(a=1,2,.…,s) 


代表 体系 的 动能 与 势能 之 差 , 则 
0 _07 LL_7T _ 斤 


3% 9 aq。 aqg。 80. 
而 基本 形式 的 拉 格 朗 日 方程 式 (5.3. 14) 则 变 为 
d/oLy a - 


(a 号 =0 (a=1,2,.,s) 


,9.54 的 函数 ; 


(5.3.15) 


(5.3.16) 


(5.3.17) 


(5.3.18) 


这 就 是 保守 力 系 的 拉 格 朗 日 方程 ,因为 用 得 较 多 ,有 时 也 直接 把 它 叫做 拉 格 朗 日 
方程 或 拉 氏 方程 . 式 中 工 叫 拉 格 朗 日 函数 ,简称 拉 氏 函数 . 拉 氏 函数 上 等 于 力学 
体系 动能 和 势能 之 差 , 见 式 (5.3. 17). 它 是 力学 体系 的 一 个 特性 函数 ,表征 着 约 


束 ,运动 状态 .相互 作用 等 性 质 . 
(3) 循环 积分 


拉 格 朗 日 方程 是 * 个 二 阶 常 微分 方程 组 ,在 某 些 特殊 情况 下 ,部 分 的 第 一 积 
分 甚 易 获得 . 这 些 第 一 积分 有 循环 积分 和 能 量 积分 . 现在 先 讲 循环 积分 . 
在 §1.9 讨论 质点 在 有 心力 场 中 运动 时 ,我们 已 经 用 极 坐标 表 出 它 的 动能 


与 势能 . 如 质点 的 质量 是 m, 则 动能 
T= mF + 20) 
而 平方 反比 引力 的 势能 V=- 和 中 , 堆 
km 


LT-V=lnF tn) + 
2 有 


四 有 时 .势能 还 是 时 间 的 显 函 数 , 即 V 中 显 含 4 
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我 们 知道 ,有 心力 是 两 个 自由 度 的 问题 , 故 矢 径 7 及 极 角 9 就 是 有 心力 问题 在 极 
坐标 系 中 的 两 个 广义 坐标 ,所 以 拉 氏 函数 中 应 含有 四 个 变量 , 即 .9 和 它们 对 
时 间 的 微 商 . 可 是 现在 所 求 出 的 了 中 却 不 出 现 8, 这 种 在 二 中 不 出 现 的 坐标 就 叫 
循环 坐标 . 
一 般 地 讲 , 如果 拉 氏 函 数 工 中 不 显 含 某 一 坐标 4., 则 因 吉 =0, 帮 由 式 

(5.3.18) 得 

d/ aL aL 

{二 | =0， 即 全 =b,= (5.3.19 

到 与 六 党 各 , 
在 此 情形 下 ,4 常 称 为 循环 坐标 或 可 遗 坐标 ( 因 它 不 包含 在 中 ). 对 于 任 一 特 
环 坐 标 ,都 有 一 对 应 的 积分 ,叫做 循环 积分 . 在 上 面 所 讲 的 有 心力 问题 中 , 极 角 9 


Ey rR aL 
就 是 一 个 循环 坐标 , 故 质点 相对 于 力 心 的 动量 矩 mr | 等 了 是 一 入 下 
中 不 含 某 一 广义 坐标 4., 并 不 意味 着 也 不 包含 广义 速度 $,, 例 如 有 心力 的 
中 不 包含 0, 但 却 含 9. 而 且 , 不 包含 某 一 广义 坐标 9 时 ,对 应 的 广义 动量 了 
989， 


为 常数 ,但 广义 速度 9 ,一般 并 不 为 常数 . 仍 以 有 心力 为 例 ,L 中 不 含 9, 故 mb 
为 常数 ,但 9 并 不 为 常数 . 
(4) 能 量 积分 


现在 来 说 明 在 什么 条 件 下 ,可 以 由 拉 格 朗 日 方程 得 出 能 量 积 分 . 假设 有 一 个 
完整 的 ,保守 的 力学 体系 ,体系 有 s 个 自由 度 , 先 求 出 用 广义 坐标 及 广义 速度 所 
表 出 的 动能 . 由 式 (5. 3.9) ,我 们 有 


了 Or, . or; 
和 
于 是 
1 < ar Br 
7 = 一 m( 车 了 
2 


=k ve mn oon 
5 记名 到 交 m+, 0 
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aop go Gg + Dd, + 二 (5.3.20) 


即 
7T=7T +7+7o 


式 中 7,、7, 和 7 分别 是 广义 速度 9 。 的 二 次 、 一 次 和 零 次 的 函数 , 即 式 (5.3.20) 
中 的 第 一 项 .第 二 项 和 第 三 项 . 系数 ce \a。 和 a 一 般 都 是 go(a=1,2,…,s*) 及 上 
的 函数 . 

如 果 力 学 体系 是 稳定 的 , 则 式 (5. 1.9) 中 可 不 含有 +. 因而 各 =0, 即 au=0， 
a=0, 于 是 动能 7 将 仅 为 广义 速度 的 二 次 齐 次 函数 , 即 7=7,. 如 果 了 =7 ,而 且 
Y=TY(9 9，…,9,) 也 不 显 含 4 人 3. 16) 各 项 乘 以 4 。 并 相 加 ,就 得 到 

< d - ay . 
Pe ee i - 诡 羡 = (5.3.21) 
ee 
“d/oT). dr.)_ cor. 
和 (7) -2 Cn eg -2Z 二 
再 代入 式 (5.3. i 人 


dd 3 E - oOV., 
> > .- 立 (站 pr (5.3.22) 
因为 已 假定 了 是 广 ee 
理 , 知 


0 (5.3.23) 


A 09。 
此 外 ,因为 了 和 上 都 不 是 时 间 上 的 显 函数 ,所 以 我 们 有 
> (2 2 和] = 于 


8 3 ?| = 二 


i (5.3.24) 
a dy 
Sad 
把 式 (5. 3.23) 和 式 (5.3.24) 的 结果 代入 式 (5.3.22) ,得 


由 式 人 


把 它 积分 ,就 得 到 
T+V=E (33253) 
这 就 是 力学 体系 的 能 量 积分 . 
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如 动能 了 虽 不 是 时 间 的 显 函数 ,但 为 广义 速度 的 二 次 非 齐 次 函数 , 亦 即 7= 
T+7,+7, ,那么 ,代替 式 (5. 3.23) 是 
> TG 5 (Ee 二 ay 让 am 训 Sh Te 
人 99。 99。 


全 9。 
代入 式 (5. 3. 22) 中 ,并 假定 V 也 不 是 :的 显 函 数 , 则 得 
d d7 dy 
让 -i 
积分 ,得 27T,+T,-T=~V+h 
即 T, -T+V=h (5.3.27) 


7,-7。 并 不 代表 动能 ,h 虽 是 常数 ,但 也 并 不 代表 总 能 量 , 与 E 不 同 . 所 以 式 
(5.3.27) 就 物理 意义 说 来 ,不 是 能 量 积分 . 可 是 因为 它 和 能 量 积分 有 些 类 似 ,所 
以 它 被 称 为 广义 能 量 积分 . 由 此 可 见 , 即 使 主动 力 都 是 保守 为, 拉 格 朗 日 方程 也 
并 不 一 定 给 出 能 量 积 分 ,除非 约束 是 稳定 的 因为 在 不 稳定 约束 的 情况 下 ,约束 反 
力 可 以 作 功 ,而 在 拉 格 朗 日 方程 中 并 不 含有 约束 反 力 ,这 就 产生 了 上 述 的 差异 . 


(5) 拉 格 朗 日 方程 的 应 用 


前 面 讲 过 : 一 般 不 能 用 拉 格 朗 日 方程 来 求 约束 力 , 但 用 来 写 出 力学 体系 的 
动力 学 方程 , 却 是 比较 简便 的 ,只 要 知道 这 力学 体系 用 广义 坐标 和 广义 速度 所 表 
出 的 动能 及 广义 力 8, ,8,,…,Q, 就 可 以 了 . 而 且 , 对 于 有 相对 运动 的 问题 来 讲 ， 
如 果 用 牛顿 运动 定律 ,就 必须 求 出 绝对 加 速度 ,或 在 非 惯性 系 中 引入 适当 的 惯性 
力 . 但 如 果 用 拉 格 朗 日 方程 , 则 只 需求 出 相对 于 静止 参考 系 的 动能 , 亦 即 求 出 绝 
对 速度 即 可 ,因而 问题 比较 简单 . 下 面 ,我 们 用 自由 质点 相对 于 转动 参考 系 的 运 
动 来 说 明 这 个 问题 . 

质点 P 在 力 F 的 作用 下 ,对 于 以 恒定 角速度 w 
绕 竖 直 轴 转动 的 坐标 系 0-xyz 运动 着 ,现在 要 求 此 质 
点 相对 于 坐标 系 0-xyz 的 动力 学 方程 . 

我 们 取 0-éme 为 静止 坐标 系 , 并 令 转 动 坐标 系 
在 z 轴 与 静止 坐标 系 的 《 轴 重 合 的 情况 下 ,以 恒定 角 
速度 ww 绕 ? 轴 转 动 ( 图 5.3.1). 如 质点 P 相对 于 转动 
坐标 系 的 坐标 为 (x,y,z), 则 由 $4.1, 知 此 质点 的 绝 
对 速度 在 三 个 动 坐标 轴 上 的 分 量 是 


Vs = 车 — wy 


(5.3.28) 
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因而 质点 P 了 相对 于 静止 坐标 系 的 动能 是 
T =Dm[ (2 0) + (F + or)? +i] 
= + 42) + mo(xy -yz) 
+ mo (+) (5.3.29) 
式 中 普 为 质点 的 质量 . 如 果 F 在 转动 坐标 轴 上 的 三 个 分 量 为 F,、F, 及 F,, 则 由 
式 (5.3.14) ,得 
m(X -207 -wx)=F, 
m(F+20% -wy)=F, (5.3.30) 
mm 了 = 已 
故 质点 在 非 惯性 参考 系 中 的 运动 方程 为 
mx=F,+2mo + mo'x 
my=F, - 2maw + mow'y (5.3.31) 
mz=F, 
与 用 第 四 章 中 的 方法 所 得 的 结果 相同 . 此 时 科 里 奥 利 力 与 惯性 离心 力 都 可 由 拉 
格 朗 日 方程 直接 给 出 ,这 显然 是 一 个 很 大 的 优点 . 
在 前 几 章 里 ,我 们 有 意 回避 了 用 球面 坐标 系 来 解 题 ,因为 用 那 时 已 知 的 方 
法 ,来 求 在 球面 坐标 系 中 质点 的 加 速度 的 分 量 ,是 非常 繁 难 的 . 现在 有 了 拉 格 朗 
日 方程 ,我 们 就 可 解除 这 种 束缚 ,进一步 熟悉 有 关 球 面 坐标 系 的 计算 问题 . 
在 球面 坐标 系 中 , 任 一 质点 尸 的 位 置 ,由 ,9,y 三 个 量 来 决定 ,如 图 5.3.2 
所 示 . 其 中 r= 六 ,是 已 点 的 矢 径 ,9 是 OP 与 z 轴 间 的 夹 角 , 叫 做 极 角 , 它 的 余 角 
到 -6( 即 0P 与 0M 间 的 夹 角 ) 叫 纬度 ,而 p 则 叫 方位 角 . 由 图 5.3. 2 可 以 看 出 ， 


球面 坐标 ",9,p 与 直角 坐标 *,y,z 之 间 的 关系 为 


x = rsingcosp 
y = rsingsinp (5.3.32) 
z = reosg 
现在 来 求 在 球面 坐标 系 中 质点 P 的 速度 . 在 半径 为 r 的 球面 (包含 P 点) 上 
截取 一 微小 六 面体 , 则 由 图 5. 3. 3 可 以 看 出 ,此 六 面体 三 个 边 的 长 分 别 为 dr,rdb 
和 rsinbgdp ,故此 微小 六 面体 对 角 线 的 长 ds 可 由 下 式 求 出 : 
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(ds)2 = (dr)? + P(db)2 + msin2g(dp)2 
而 此 质点 的 速度 则 为 
8 =7 + + Psin2g 全 (5.3.33) 
当 质点 尸 以 速度 "运动 时 , 它 的 动能 7 为 二 mi = 二 m ?mm 是 此 质点 的 质量 . 由 
式 (5.3.33) ,我 们 可 立即 得 出 质点 的 动能 7 为 
7= 亚 ( 产 + Po + Psing 5 ) 

用 拉 格 朗 日 方程 式 (5.3. 14) 来 写 出 自由 质点 在 球面 坐标 系 中 的 运动 微分 
方程 . 是 非常 简便 的 . 现在 已 经 知道 了 用 球面 坐标 所 表 出 的 动能 ,我 们 就 可 把 7+， 
9,9 作为 本 问题 的 三 个 广义 坐标 . 这 里 要 注意 的 是 ,如 果 令 FF,,F 和 ,为 作用 
在 质点 P 上 的 合 外 力 FF 的 三 个 分 量 , 则 广义 力 0,,0。 和 0, 并 不 完全 是 F,,F， 
和 所 .因为 对 应 于 它们 的 广义 坐标 9,9 都 是 角度 ,所 以 0,=F,,Q,=rF,,Q,= 
(rsing) F。 ,后 两 者 都 是 力矩 . 式 (5.3. 14) 可 变 为 


Ss 
nm 入) | 
di\ oar 


= (5.3. 34) 


1 1 a/ 0° 
90 人 


| 
2r [dt ap 


1 da as’ 
-一 玫 | 二 | 一 ] - 一 -| = 下 
2rsing [ 加 | a | 元] 和 


由 此 即 得 
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m(F 70 - rein’0 $7)=F, 
m(rB + 270 - rsingcosg62) = F, (5.3.35) 


m(rsin 8 + 2sinbf $ + 2rcosb89) = F, 
这 样 , 我 们 就 得 出 了 在 球面 坐标 系 中 自由 质点 的 运动 微分 方程 , 比 用 坐标 变换 式 
(5.3.32) 要 简便 多 了 . 

上 面 所 讨论 的 两 个 问题 ,都 是 属于 自由 质点 的 运动 问题 . 但 在 很 多 问题 中 ， 
我 们 都 是 研究 受 有 约束 的 力学 体系 的 运动 问题 . 因此 ,作为 示例 ,我 们 在 这 里 也 
像 $1.5 所 讲 的 那样 , 列 出 几 条 解 题 步骤 给 初学 者 作为 参考 . 在 已 经 熟练 掌握 以 
后 ,读者 就 应 根据 具体 情况 ,灵活 运用 ,不 要 硬 套 . 由 于 今后 所 研究 的 问题 ,大 部 
分 是 属于 保守 力 系 的 问题 ,所 以 以 这 类 问题 为 代表 ,可 把 解 题 分 为 如 下 步骤 : 
(1) 确 定 力学 体系 的 自由 度 ;(2) 适 当选 取 描 写 体系 运动 的 广义 坐标 ;(3) 写 出 力 
学 体系 的 动能 了 及 势能 Y, 并 进而 写 出 体系 的 拉 格 朗 日 函数 L;(4) 把 工 代 入 拉 
格 朗 日 方程 [ 式 (5. 3. 18)] ,得 出 力学 体系 的 运动 微分 方程 ;(5) 解 方程 并 讨论 . 
现 以 滑轮 组 为 例 来 加 以 说 明 . 

两 个 滑轮 及 三 个 夸 码 组 成 一 滑轮 组 ,如 图 
5.3.4 所 示 . 略 去 摩擦 及 滑轮 本 身 的 重量 , 求 每 一 硅 
码 的 加 速度 . 


(1) 确定 体系 的 自 申 度 sl 

在 本 问题 中 ,每 一 夸 码 都 作 直 线 运动 , 故 每 一 “ ”| 
破 码 都 只 要 一 个 从 标 就 能 确定 它 的 运动 .但 因 强 长 。 二 一 - | 
一 定 , 故 只 有 两 个 坐标 是 独立 的 , 即 本 问题 的 自由 ， 
度 为 2. 下 一 下 

(2) 选 广义 坐标 pa 

根据 题 意 及 图 5. 3. 4, 选 9, .9 为 本 问题 的 两 » 
个 广义 坐标 . 元 

(3) 写 出 体系 的 动能 7 ,势能 V 及 拉 氏 西数 而 
L 
图 5.3.4 


在 图 5.3.4 中 , 令 "为 每 一 滑轮 的 半径 , 为 上 
面 一 根 绳子 的 长 度 ,1, 为 下 面 一 根 绳子 的 长 度 , 则 从 图 上 可 以 看 出 ,在任 一 瞬时 , 夸 
码 m, wma 和 ms 低 于 上 面 那个 固定 滑轮 轴 的 距离 分 别 为 (1,-mr-q,)、(g,+l, -mr 一 
9: ) 及 (9,+9:). 我 们 如 果 把 坐标 原点 就 取 在 上 面 那个 固定 滑轮 轴 上 , 则 上 述 三 个 距 
离 就 是 任 一 瞬时 三 个 硅 码 的 位 置 坐标 . 的 速度 呈 加 大 度 则 分 别 为 
夸 码 m， 一 
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砧 码 m， 5 55 
硅 码 m， 5 + Tt 
故 动能 了 为 
T= 二 [(m mtm) +(ma tm ) +2(m, -ms) $1 $3] (5. 3.36) 


在 不 计 摩擦 的 情况 下 ,重力 是 唯一 的 外 力 , 故 势能 V 为 
V=- [ml nrg ) +m(g +l -mr -gs) 
+m(g, + ga)]5 (5.3.37) 
至 于 拉 格 朗 日 函数 工 则 为 


LT-Y= 二 [(m mt) tm 


+2(m -m) dG] +[m(l -nr- gq) 
+ma(g th- nr -ga) tm(g +q9)]g (5.3.38) 
(4) 把 工 代 人 拉 格 朗 日 方程 , 求 出 体系 的 运动 微分 方程 


由 式 (5.3.38) ,可 求 出 了 对 4 及 了 的 偏 微 商 如 下 : 
Lm 
89 


aL 
Er (ms -mi)g 


把 这 些 偏 微 商 的 表示 式 代 人 拉 格 朗 日 方程 [ 式 (5.3.18) ] 中 ,就 得 到 
(mi + ma +m) G+ (my ~ m2) 9 + (m, 一 ma 2 1 


(ms 一 ma)9 +t (m+m) G+(m -m)e=0 
(5. 3.39) 


(5) 解 方程 并 讨论 


解 上 面 的 联 立 方程 ,就 可 得 出 4， 和 9 : ,进而 就 可 以 求 出 每 一 硅 码 的 加 速 
度 ,我 们 不 预备 再 继续 进行 下 去 ,只 以 一 个 特例 作出 具体 演算 . 
如 mi =3 kg,m2=2 kg,ms=1 kg, 代 入 数值 , 式 (5.3.39) 就 简化 为 
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67 -各 = 
HAE | (5.3.40) 
区 区 


~ 站 6 
解 之 ,得 $1 =e -Be 
因 我 们 取 9 的 方向 向 下 为 正 , 故 
3 kg 破 码 的 加 速度 为 - 节 ，= 二 (方向 向 下 ); 


2 kg 破 码 的 加 速度 为 和 ,= 了 = 语 8( 方 向 向 下 ); 


1 i 夸 码 的 加 速度 为 3,+ 必 :=-]7&( 方 向 向 上 )。 
若 给 出 初始 条 件 ,就 可 进一步 由 此 求 出 全 部 运动 情况 . 
(6) 冲击 运动 的 拉 格 朗 日 方程 


一 个 力学 体系 在 冲力 作用 下 的 拉 格 朗 日 方程 ,一 般 是 把 在 广义 力 0。 作用 
下 力学 体系 的 基本 形式 的 拉 格 朗 日 方程 (5.3. 14) 自 时 间 4 积分 到 时 间 4, 其 中 
6-6 为 冲力 作用 的 时 间 ,通常 是 十 分 短促 的 . 

将 式 (5.3. 14) 自 时 间 4 积分 到 时 间 4, 后 ,得 


人 CDE Ea Era KA (@=1,2,,s) (5.3.41) 


*d/aTYy_ /a7) _ /a7 E 
[ 0) 3) [5 小 (ea=128) (5.3.42) 
AN 


了 qi 的 数值 比 其 他 项 的 积分 要 小 得 多 ,可 可 以 略 去 不 计 . 至 于 Q。 对 时 间 的 积 


分 矿 Q。dt, 则 由 §1.8, 知 为 广义 冲 量 1,, 它 的 数值 也 是 有 限 的 , 故 最 后 冲击 运动 
的 拉 格 朗 日 方程 为 


(3 ss) =1 (a=1,2,,5) (5.3.43) 


上 列 方 程 是 力学 体系 受 冲力 作用 后 的 广义 速度 4 。(5 ) 与 未 受 冲力 作用 前 


的 广义 速度 4 o(5 ) 及 广义 冲 量 /。 之 间 的 线性 关系 式 . 在 一 般 情况 下 ,有 确定 
的 解 . 
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“(7) 不 完整 约束 


我 们 在 本 节 (1) 中 推导 拉 格 朗 日 方程 时 ,是 假定 力学 体系 只 受 有 上 个 几何 约束 (完整 约 
东 ). 如 果 力 学 体系 还 受 不 完整 的 约束 ,就 必须 对 拉 格 朗 日 方程 作 一 些 修正 . 对 于 线性 依赖 于 
速度 的 不 完整 约束 来 讲 ,通常 是 引入 拉 格 朗 日 未 定 乘 数 ,并 选择 未 定 乘 数 ,使 诸 不 独立 的 89。 
前 面 的 乘 数 等 于 零 ,因而 诸 独 立 的 8g。 前 面 的 乘 数 也 就 等 于 零 了 . 换 句 话说 ,把 未 定 乘 数 法 和 
拉 格 明日 方程 结合 起 来 ,就 可 以 解决 这 类 不 完整 约束 力学 体系 的 运动 问题 . 

设 力学 体系 除 受 有 上 个 完整 约束 外 ,还 受 有 下 列 "个 线性 依赖 于 速度 的 微分 约束 


Distbg toi) +a, =0 (p= 1,2,,7) (5.3.44) 
全 


六 (andr + budy, + cmd) +adt =0 (p =12 pr) 
后 
(5.3.45) 


由 于 oo so sew 及 都 是 zx isa(i=1,2,…,n) 的 函数 , 故 由 式 (5.1.8) 的 变换 关系 ,把 
wo sc 及 连同 dx,、dy, .dz 统统 换 为 g(a=1,2,…,s) 的 函数 , 则 式 (5.3.45) 可 以 写 为 


FC4dg.) +Adt =0 (p= 1,2,,7) (5.3.46) 
所 


式 中 4o(a=12,…,) 及 4 都 是 go(a=1,2,…,s) 及 :的 函数 ,而 3n-k=s 个 9q。 的 虚 位 移 ,还 
要 受到 下 列 条 件 的 限制 [参看 $5.2 中 的 式 (5.2.9)] 


D489 =0 (p= 1,2,.,7) (5.3.47) 
A 


因而 其 中 又 有 个 8q。 是 不 独立 的 . 
把 式 (5. 3.47) 中 每 一 个 方程 乘 以 py,, 对 p 求 和 后 再 与 式 (5.3. 13) 相 加 ,就 得 到 
- d1_a7 aT 
于 各 er 名 
选择 未 定 乘 数 j ,使 "个 不 独立 虚 位 移 前 的 乘 数 等 于 零 ,因而 剩 下 的 *-r 个 独立 虚 位 移 前 的 
乘 数 也 就 等 于 零 了 . 这 样 ,我 们 就 得 出 下 列 * 个 方程 : 
了 
(3 -二 0 (5.3.49) 
把 约束 方程 (5. 3. 46) 和 (5. 3. 49) 合 并 起 来 ,就 得 str 个 方程 ,可 以 确定 s+r 未 知 变量 9 ， 
9 ga sh,, 因 而 问题 完全 解决 . 可 以 证 明 ,p, 也 是 和 约束 力 成 比例 的 标量 . 我 们 通 
常 把 式 (5.3. 49) 叫 做 罗斯 方程 . 
如 果 还 要 求 与 个 完整 约束 相 联系 的 约束 力 , 则 可 引入 另 一 组 拉 格 朗 日 未 定 乘 数 Ap ,并 


仿 $5.2(4) 中 的 同样 方法 ,在 式 (5.3.49) 中 再 加 上 一 -a ,就 可 由 修正 后 的 个 式 


(5. 3.49) 及 两 组 上 + r 个 约束 方程 (53.2. 22) 与 (5.3.46) , 定 出 了 = 1 k) pp = 1, 
2，r) 和 g(a = 1,2,…,s) ,因而 问题 亦 完全 解决 ,详细 演算 从 略 . 
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$5.4 小 振 动 


(1) 保守 系 在 广义 坐标 系 中 的 平衡 方程 


根据 式 (5. 2.9) ,我 们 知道 : 在 广义 坐标 系 中 的 平衡 条 件 是 所 有 广义 力 在 任 
意 虚 位 移 下 所 作 元 功 之 和 为 零 , 即 


2 0.5。 =0 
因为 诸 89。 是 互相 独立 的 ,因而 得 出 广义 坐标 系 中 的 平衡 方程 是 所 有 的 广义 力 
等 于 零 , 即 
Q.=0 (a=1,2,.…,s) 
如 果 作用 在 力学 体系 上 的 力 都 是 保守 力 , 由 式 (5.3.15), 则 


0 = (a=1,2,,s) 
94。 
式 中 了 是 力学 体系 的 势能 . 故 保守 力 系 平衡 时 的 条 件 是 势能 具有 稳定 值 , 亦 即 
0 i (5.4.1) 
dq。 


(2) 多 自由 度 力 学 体系 的 小 振动 


我 们 在 普通 物理 中 已 经 研究 过 一 个 自由 度 的 谐振 动 问题 ,例如 弹簧 振子 . 对 
摆 长 为 !\ 摆 锤 的 质量 为 m 的 单 摆 , 只 有 当 它 的 幅 角 ( 即 振幅 ) 很 小 时 ,才能 作 谐 
振动 . 现在 让 我 们 进一步 用 拉 格 朗 日 方程 来 研究 多 自由 度 振动 的 小 振动 问题 . 这 
个 问题 ,在 物理 学 很 多 领域 里 都 会 碰 到 ,例如 分 子 物理 中 的 分 子 光谱 ,固体 物理 
中 的 晶 格 振动 以 及 电磁 学 中 的 耦合 振动 等 . 至 于 声学 所 研究 的 对 象 , 则 几乎 全 是 
振动 问题 . 本 节 将 只 讨论 有 限 自 由 度 的 振动 问题 ,而 不 涉及 无 限 自由 度 的 声 振动 
问题 . 

设 一 个 完整 稳定、 保守 的 力学 体系 在 平衡 位 置 时 的 广义 坐标 go(a= !， 
2,…,3) 均 等 于 零 9. 如 果 力 学 体系 自 平衡 位 置 发生 微 小 偏 移 ,那么 该 力学 体系 
的 运动 情况 应 当 怎样 ? 为 此 ,可 将 力学 体系 的 势能 在 平衡 位 形 区 域内 展 成 泰勒 
级 数 ,就 得 到 


外 一 般 来 讲 ,我 们 总 可 通过 线性 变换 作 到 这 一 点 . 
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利用 我 们 上 面 的 假设 及 式 (5. 4. 1) ,在 讨论 平衡 位 置 附近 的 小 振动 问题 时 , 即 假 
定 对 一 切 时 间 t, 所 有 g(1) 始终 很 小 , 则 可 略 去 二 次 以 上 的 高 级 项 并 令 V。=0, 就 
得 到 


Y = 于 > coqogn (5.4.2) 
2 


式 中 系数 cu=( 5 是 常数 . 下 标 “0" 代 表 在 平衡 位 置 时 所 具有 的 值 . 
og) 

再 将 动能 的 表示 式 也 加 以 变换 . 因为 在 稳定 约束 的 情形 下 ,动能 7 只 是 速 
度 的 二 次 齐 次 函数 , 即 


式 中 系数 am 是 坐标 9.(1) 等 的 显 函 数 . 把 ce 在 力学 体系 平衡 位 形 的 区 域内 展 成 
泰勒 级 数 ,就 得 到 


ae=(ae)ot+ > 9, + 高 级 项 


由 于 9'(4) 的 值 很 小 ,因此 在 ase 的 展开 式 中 只 需 保 留 头 一 项 (ae)。, 于 是 动能 了 
变 为 
T= eid (5.4.3) 
2! 


现在 式 中 系数 a 已 略 去 下 标 “0" ,并 可 当 作 是 不 变 的 . VT 展开 式 中 的 系数 , 具 
有 特别 名 称 , 即 cos 称 为 恢复 系数 或 准 弹性 系数 ,而 a6s 则 称 为 惯性 系数 . 
由 式 (5.4.3) ,得 


另外 ,由 式 (5.4.2) ,我 们 又 有 


= C 
9g9。 有 
把 这 些 表示 式 代 人 拉 格 遍 月 方程 式 (5.3. 16) 中 ,就 得 到 力学 体系 在 平衡 位 
置 附近 的 动力 学 方程 : 
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FT (aahs + cw) =0 (a=127°0) (5.4.4) 
反 
这 是 线性 齐 次 常 微分 方程 组 , 它 的 解答 具有 
qs = Ase” 
的 形式 , 式 中 hs 及 A 是 常数 . 把 这 表示 式 代入 式 (5.4.4) 中 ,得 
TAslagA’ + es)=0 (a=1,2,..,s) (5.4.5) 
Ee 
从 行列 式 
az ton an tes … ooA2 +e 
aiA2 +cn aaAz tecn … aA’ +cn Ey 054.6) 
QA +c aahAz tes … aA +e, 


中 ,可 以 求 出 2s 个 的 本 征 值 A(1=1,2,… ,2s). 将 每 一 个 A, 代入 式 (5.4.5)， 
可 求 出 一 组 4s (B=1,2,…,s).2s 个 和 ,对 应 着 2s 组 48 .方程 式 (5.4.4) 的 解 
是 所 有 的 44?e** 的 线性 组 合 , 即 

qa = TANe (B=1,2,.,s) (5.4.7) 


全 


我 们 只 考虑 力学 体系 在 平衡 位 置 附近 的 小 振动 问题 . 显然 ,所 有 的 A, 均 应 为 纯 
虚数 . 因为 如 果 某 些 A, 有 实数 部 分 , 则 由 于 从 行列 式 中 解 出 时 该 A, 的 正 负 根 必 
同时 出 现 ,由 式 (5.4.7) 看 出 对 有 正 实数 部 分 的 根 而 言 , 某 些 广义 坐标 将 随 : 的 
增 大 而 无 限制 的 增 大 ,显然 不 是 我 们 讨论 的 振动 . 

怎样 才能 使 所 有 的 A, 都 为 纯 虚 数 呢 ? 我 们 知道 : 动能 了 人 恒 为 正 , 而 势能 了 
则 可 正 可 负 , 因 为 已 取 平 衡 位 置 时 的 势能 为 零 . 如 果 平 衡 位 置 时 的 势能 取 极 小 
值 , 则 当 体系 受 扰动 而 偏离 平衡 位 置 时 ,势能 了 将 增 大 而 动能 7( 或 速度 4 等 ) 则 
减 小 , 故 系统 无 论 向 哪个 方向 偏离 ,都 只 能 作 往复 式 的 振动 . 一 个 质点 处 在 球 过 
内 的 最 低 点 时 就 是 这 种 情况 . 反之 ,如 果 平 衡 位 置 时 的 势能 取 极 大 值 , 例 如 质点 
处 在 球 壳 外 的 最 高 点 时 , 则 无 论 它 朝 哪个 方向 偏离 ,势能 了 将 减 小 而 动能 7( 或 
速度 4 等 ) 则 增 大 ,体系 将 越 来 越 偏离 平衡 位 置 ,平衡 是 不 稳定 的 . 这 种 情况 可 参 
看 一 个 自由 度 的 势能 曲线 图 (图 1. 8.4). 自由 度 增多 时 道理 是 一 样 的 . 

根据 上 面 的 讨论 ,我 们 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 在 平衡 位 置 附近 ,力学 体系 的 
势能 Y>0( 即 平衡 位 置 Y=0 是 极 小 值 ) 是 保证 所 有 的 根 A, 为 纯 虚 数 的 充 要 条 
件 ,我 们 只 研究 这 种 情况 . 

既然 A, 是 纯 虚 数 ,因此 可 令 A,=+iy,, 式 中 i=V-1. 这样 , 式 (5.4.7) 变 为 


ga = (40er + AsVe™) (B=1,2,.,s) (5.4.8) 


fa 
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qs 的 实数 解 可 表示 为 


ga = 》 (ag cosvit + by"sinvt) (B=1,2,.%,s) (5.4.9) 


因此 ,体系 将 在 平衡 位 置 附近 作 复杂 的 振动 ,不 会 远离 平衡 位 置 . 
实际 上 ,我 们 把 A 的 某 一 本 征 值 A, 代入 式 (5.4.5) 后 ,并 不 能 得 出 :个 互相 
独立 的 常数 4s(B=1,2,…,s) ,而 只 能 得 出 它们 的 比 ,因为 式 (5. 4.5) 的 系数 行 
列 式 等 于 零 . 如 果 行列 式 (5.4.6) 的 (s-1) 阶 代数 余 式 中 有 一 个 不 等 于 零 , 则 在 
一 组 解 41? ,49 ,… ,A 中 ( 即 把 入 代 以 和, 后 所 求 得 的 hs) 中 ,只 有 一 个 数 是 可 以 
任意 取 的 . 即 对 应 于 一 个 本 征 值 A, 只 有 一 个 任意 常数 . 如 果 设 此 常数 为 4" , 则 
As" 可 改写 为 
As? = APAg(A?) 
即 4 44 CA (5.4.10) 
4 = APAL(A) 
式 中 Ais(A?) 是 行列 式 (5.4.6) 前 去 第 一 行 和 第 B 列 后 的 代数 余 式 代 入 A? 后 所 
得 的 值 . 在 式 (5.4.8) 或 式 (5.4.9) 中 共有 2s 个 常数 ,因为 每 个 A, 对 应 着 一 个 
任意 常数 ,而 和 , 共有 2s 个 ,所 以 2s 个 常数 中 只 有 2s 个 常数 是 独立 的 . 这 2s 个 
常数 ,可 由 起 始 条 件 决定 , 即 :=0 时 ,qs 及 4s 之 值 应 为 已 知 . 
关于 常数 间 的 这 种 关系 ,我们 可 用 一 个 比较 简单 的 例子 来 说 明 . 例如 ,假设 
我 们 有 下 列 这 样 一 个 三 元 一 次 方程 组 : 
ax+by+cz=0 
ax+by+cz=0 
@x+hby+cr=0 
这 里 的 *,y,z 相当 于 我 们 上 面 讨论 的 一 组 待 求 常数 4 ,4 ,4 (s=3 的 情 
况 ). 它们 的 系数 行列 式 是 


a ba 
A=|a, bo 
ma bc 


如 果 从 上 面 所 给 方程 组 中 第 二 式 和 第 三 式 先后 消去 z 及 x, 则 得 
(aacs - ac)z+(bc -bc)y=0 
(bas ~ jas)y7 + (ac -act)z=0 


由 此 即 得 
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即 x=AA,, y=AAs, z=AA's 
式 中 4 是 消去 对 应 的 行列 后 的 代数 余 式 . 因此 *,y,z 中 只 有 一 个 是 任意 的 . 读 
者 可 以 用 此 例 和 式 (5.4. 10) 比 较 . 

现在 回 到 原来 的 问题 上 来 . 根据 式 (5. 4. 10) 的 关系 ,我 们 可 把 式 (5.4.8) 改 
写 为 


ga = 5 [A Ag -we 
+A'VAs -vi)e™] (B=1,2,..…,s) (5.4.11) 
而 其 实数 解 则 为 


qa = D> [a A -vi)eosvt + hb A — wi)sinvt] 
可 


= by cAa(~ vi)cos(vt+e) (B=1,2,%,s) (5.4.12) 
故 一 共 只 有 2s 个 常数 . 这 里 的 v, 叫做 简 正 频率 ?, 它 的 数目 共有 :个 ,和 力学 体 
系 的 自由 度数 相等 . 
(3) 简 正 坐 标 
从 上 面 的 解 算 可 以 看 出 : 多 自由 度 体 系 的 小 振动 问题 之 所 以 比较 复杂 ,在 
于 式 (5.4.2) 和 式 (5.4.3) 中 的 势能 V 和 动能 7 中 都 含有 交叉 项 9,qs 和 9。95. 如 
果 我 们 能 设法 使 这 些 交 叉 项 不 出 现 , 那 问题 就 要 简单 得 多 . 根据 线性 代数 理论 ， 
这 是 可 以 办 到 的 . 
因为 在 多 自由 度 体系 的 小 振动 问题 中 ,动能 7 是 正定 的 , 即 对 不 全 为 零 的 
广义 速度 来 说 ,7 便 为 正 值 ,根据 线性 代数 理论 ,总 可 以 找到 这 样 的 线性 变换 
= et (5.4.13) 


使 得 了 和 了 “同时 变 成 正则 形式 , 即 没有 相 乘 的 项 入 名 和 过 名 有 时 ,要 作 两 次 这 
样 的 变换 ,才能 达到 目的 . 在 变换 后 
1 Sg 
?37 a 
- (5.4.14) 
v= 
因 这 时 变量 由 g。 变 为 名 , 故 拉 格 朗 日 方程 也 应 改 为 


四 此 地 的 vw, 实际 上 相当 于 习惯 上 所 讲 的 角 频 率 ( 又 称 圆 频率 )w. 所 以 这 里 的 w 和 通常 的 频率 ， 
相差 2 倍 . 即 =w=2mr- 
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d/oTY _a7 ,07 i 
了 本 入 0 (ll) (5.4.15) 
再 将 式 (5.4. 14) 中 的 了 及 【的 表示 式 代入 式 (5.4.15) 中 , 则 得 
qtreoé=0 (l=1,2,.…,s) (5.4.16) 


将 这 些 方程 积分 ,就 得 到 
é, =Aicos( vt) +B,sin( vt) 
= Cicos(zit+el) (1=1,2,.,s) (5.4.17) 


式 中 "3 (5.4.18) 
a 


坐标 名 叫做 简 正 坐 标 ,比较 (5.4.4) 与 (5.4.16) ,可 知 v 仍 为 简 正 频率 . 由 所 得 
的 名 的 表示 式 , 知 每 一 简 正 坐 标 将 作 具 有 自己 的 固有 频率 ( 即 简 正 频率 )z 的 谐 
振动 . 而 其 它 9 坐标 ,作为 简 正 坐标 的 线性 函数 ,将 具有 由 * 个 谐振 动 鼻 加 而 成 
的 复杂 振动 ,和 前 面 所 得 的 结果 一 样 . 所 以 先 经 过 一 个 线性 变换 ,后 面 的 计算 就 
要 简单 得 多 . 但 线性 变换 和 求 本 征 值 一 样 ,也 不 是 很 简便 的 ,特别 是 自由 度 较 多 
的 情况 下 . 

[ 例 ] 耦合 摆 ”两 相同 的 单 摆 , 长 为 a, 摆 狂 的 质量 为 m, 用 劲 度 系数 ( 即 伸 长 单位 长 度 
所 需 的 力 ) 为 上 且 其 自然 长 度 等 于 两 摆 悬 点 之 介 距 离 的 无 重 弹簧 相 耦 合 . 略 去 阻尼 作用 , 试 求 
此 体系 的 运动 . 

[ 解 ] 本 问题 是 两 个 摆 在 同一 平面 内 的 振动 问题 . 如 果 取 振动 平面 为 xy 平面 ,并 且 令 
两 个 摆 锤 的 坐标 为 (x, ,7 ) 及 (x,,y,), 则 由 于 约束 关 
系 ( 两 摆 的 摆 长 一 定 ) ,四 个 坐标 中 只 有 两 个 是 独立 
的 ,所 以 是 两 个 自由 度 的 振动 问题 . 今 选 x, 及 x, 作 
为 本 问题 的 两 个 广义 坐标 ,而 *, 及 x, 等 于 零 时 相当 
于 看 合 所 的 平衡 状态 (图 5.4.1). 

耦合 摆 的 势能 等 于 弹 筑 的 弹性 势能 与 摆 锤 重力 
势能 两 者 之 和 , 即 


1 
V = Tks -mh) +mey, + mgy, 和 


而 耦合 摆 的 动能 则 为 


1 » 。 nl 。 
T= Tmt) + m+) (2) 
因为 
a-y = Vea 
ao 
bd 
he 和 
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V= 和 (ns) tme(o- /na ) tmg(a- Vo) 
计时 
根据 式 (5.4.2) 及 式 (5.4.3) ,为 了 算出 在 平衡 位 置 附近 的 势能 了 及 动能 7, 先 算出 按 泰 
勒 级 数 展开 后 的 低 次 项 系数 cs 与 ww , 即 


mgx} mg 


(于 二 村 
“-( 轩 ) rs red| i 


(3) 


av 
ca = ca = =—k 


: 
= (到 = [++ Te mg ] = 人 + 8 
et 


Er (a a) (@ -a)t 本 入 
基 
(au)o。 = 站， (an)o = m 
故 在 平衡 位 置 附近 ,Y 与 了 简化 为 
1 1 1 1 
Y = 本 ba + 本 2 -kx + ta + 2 
k 1 1 
= 二 (an -+ (4) 


把 (4) 式 中 的 了 及 了 代 人 拉 格 朗 日 方程 (5. 3. 16) 中 ,得 耦合 摆 的 动力 学 方程 为 
由 2 =— k(x, - x,) - 2 


5 1 
a 
(5) 
mx = k(x, -xs) - TEx, 
a 
这 是 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 组 ,具有 
x = Ale, he 
形式 的 解 . 代 人 (5) 式 ,得 
4 (ma + + 时 -4 =0 
a 
(6) 
Ak+ A mA? a) 宇 笋 
此 方程 组 非 零 解 的 充 要 条 件 是 
[By + SE + 大 一 
= 0 (7) 
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由 此 得 四 个 本 征 值 如 下 : 
Em, 秀吉 (8) 
a 
而 (5) 式 的 通 解 则 为 
x = A Vem 4 A em + A em: 4 4 人 
] (9) 
x her he 4+ A em 4+ -er 


乍 一 看 来 ,(9) 式 里 好 像 有 2s =2 .2* =8 个 (s= 自 由 度 ) 任 意 常数 ,其 实 只 有 2s 个 (4 个) 
是 独立 的 . 因为 如 果 以 和 A=A, 代 人 (7) 式 中 ,依次 求 出 (7) 式 中 前 去 第 1 行 及 第 B 列 后 的 代数 
余 式 41s. 则 有 
An =k, A =k 


故 可 令 A A = AV, A = A 4 (10) 
同 理 , 如 果 以 A=A, 代入 (7) 式 中 , 则 有 
4 =-k, A =k 
故 可 令 
a i WC i i De (11) 


这 样 ,(9) 式 变 为 


(12) 


式 中 四 个 任意 常数 4 、 
确定 . 


由 (12) 式 可 以 看 出 ,如 果 令 向 = 寺 (mt) ,= 


日 


42 及 4 由 起 始 条 件 确定 , 即 由 :=0 时 xi ,x,, 交 ,及 之, 之 什 


记 (orm) 出 各 ,友和 将 以 单一 的 频率 


或 wv 振动 . 因此 ,6 .&; 就 是 本 问题 的 简 正 坐 标 . 用 一 般 的 线性 变换 , 亦 可 得 出 同样 结果 ,但 计 
算 较 繁 , 污 者 可 自行 加 以 验证 . 

如 果 扣 =0, 则 xi =x, 故 6 代表 两 摆 按 同一 步调 振动 ,这 时 两 摆 中 间 的 弹 筑 既 不 伸 长 也 
不 缩短 ,根本 失去 作用 . 反之 ,如 名 =0, 则 x, = -x, ,两 摆 振 动 的 位 相 恰 好 相反 ,弹簧 两 端 以 同 
等 程度 伸 长 或 缩短 . 
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(1) 勒 让 德 变 换 


在 §5.3 中 ,我 们 已 经 指出 , 拉 氏 函数 了 是 q,9g(a=1,2,…,s) 及 ;的 函 
数 ,并 可 由 此 得 出 拉 格 朗 日 方程 式 (5. 3. 18). 但 拉 格 朗 日 方程 是 二 阶 常 微分 方 
程 组 . 如 果 我 们 把 了 中 的 广义 速度 4 。 等 换 成 广义 动量 p。 等 就 可 使 方程 组 降 阶 ， 
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即 由 二 阶 变 为 一 阶 ,而 且 还 可 具有 其 他 的 一 些 优点 . 我 们 现在 就 来 进行 这 种 
变换 . 
在 (5.3.18) 中 ,如 果 令 
aL aT 


PR PY 人 5 
09。 99。 
作为 独立 变量 , 则 由 式 (5.3.18) ,可 得 
Be ld (5.5.2) 
94。 
而 由 式 (5.5.1) ,又 可 解 出 9 。, 使 5 是 ps,qs(B=1,2,…,s) 及 14 的 函数 , 即 
Go = Ga(Pisp2s"" ,Pp, sg 9," .9,3t) (3 
这 是 因为 原 是 9。 各,1 的 本 数 ,而 疼 - 也 仍然 是 4。,6。,1 的 本 数 
go 


如 果 把 式 (5. 5.3) 中 的 4g。 代入 拉 氏 函数 工 中 , 则 工 也 将 变 为 p,q ,i 的 函数 ， 
效 以 L 表 之 , 即 
L=L(p,,p," ,p39 9 9,5t) (5.5.4) 
这 时 方程 式 (5.5.2) 及 (5.5.3) 一 共 是 2s 个 一 阶 微分 方程 组 ,是 拉 格 朗 日 方程 
式 (5.3. 18) 的 另 一 表达 形式 . 但 这 两 组 方程 形式 并 不 对 称 , 计 算 也 不 方便 . 进 一 
步 的 研究 表明 , 当 独立 变量 改变 时 ,函数 本 身 随 之 改变 为 另 一 种 形式 的 函数 才 好 
计算 . 在 今后 的 热力 学 及 其 他 学 科 中 ,还 要 经 常 碰 到 这 种 情况 . 这 种 由 一 组 独立 
变数 变 为 另 一 组 独立 变数 的 变换 ,在 数学 上 叫做 勒 让 德 变 换 . 
先 考虑 两 个 变量 的 勒 让 德 变换 . 设 /=f/(x,y) , 则 
df=udx + vdy 
式 中 
w= 一，v= 一 (5.5.5) 
Ox ay 
我 们 在 这 里 是 用 * ,y 作为 独立 变量 的 . 实际 上 ,根据 问题 的 需要 ,x,y,u,v 中 任何 
两 个 都 可 作为 独立 变量 看 待 . 如 果 我 们 把 u,y 当 作 独 立 变量 , 则 由 式 (5.5.5)， 
可 得 


X=x(u,y), v=v(u,y) Eb } 
这 时 函数 / 亦 可 改 用 4,y 表 出 , 记 为 Fu,y) , 即 
fu,y) =/Lx(u,y) ,7] (5.5.7) 


而 
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af_ af aar Ox 
ee 
ay ay axr0y 97 


四 (5.5.8) 
3 Ya 
Bu Grdu ou 
我 们 也 可 把 式 (5. 5.8) 写 成 (注意 下 面 求 偏 导 时 把 w,y 看 成 自 变量 ) : 
9 > 68 
v=- (f+u)=- 
中 4 (5.5.9) 
ft 
E 
区 een res- . 由 此 可 见 , 当 独立 变量 由 x,y 变 为 wy 


时 ,如 果 仍 用 函数 六 则 *,y 不 能 像 式 (5. 5. 5 ) 那样 直接 用 f 对 4 及 J 对 3 的 偏 微 
商 表 出 ,而 应 换 成 函数 g, 这 时 x*,v 才 可 用 g 对 4w 及 g 对 y 的 偏 微 商 表 出 ,这 就 是 
勒 让 德 变换 的 基本 法 则 , 它 可 以 从 两 个 变量 推广 到 多 个 变量 . 新 的 函数 (如 g 或 
有 H) 等 于 不 要 的 变量 (例如 x 或 4.) 乘 以 原来 的 函数 对 该 变量 的 偏 微 商 


例如 4- 并 或 p= 再 减 去 原来 的 函数 (例如 /或 也)， 
多 qo 


(2) 正则 方程 
现在 回 到 我 们 原来 所 讨论 的 问题 上 来 . 如 果 通 过 勒 让 德 变换 ,要 使 拉 氏 函数 


了 中 的 一 种 独立 变量 由 名 (a=1,2,…,s) 变 为 ps(a=1,2,…,s) ,其 中 六 = 
9。 


-站 , 则 应 引入 新 函数 用, 使 


94。 
rp 二 po9。 (5.5.10) 
而 dH=- dL+ F (pd 43dp.) €5, SL 


因为 我 们 现在 仍 把 认为 是 9,9 及 上 的 函数 , 故 根据 高 等 数学 中 多 元 函数 求 微 
分 的 法 则 ,有 


1 9 UU or 
d= (dq, + -od 5 
ZS (ag Tad 人 dt 


= 5 (bodg, + pedd.) + ed (5.5.12) 
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这 里 利用 了 (5.5.1) 及 (5. 5.2) 两 式 . 把 式 (5. 5. 12) 中 的 dL 代入 式 (5.5.11) 
中 ,得 


dH = Dp dgs + $s dp,) — Sed (5.5.13) 
因为 经 过 变换 后 ,H 已 是 p,q,t 的 函数 , 故 根据 上 面 所 讲 的 同样 理由 , 知 
_ /oF a a 
dH = ZL (4 + Bp) + (5.5.14) 
比较 (5.5. 13) 及 (5.5. 14) 两 式 , 并 因为 dp。、dg。 及 dt 都 是 独立 的 , 故 得 
1 
pe a) (5.5.15) 
.0H 
(Ci | 
ES | 
oH__aL 
又 (5.5.16) 


方程 式 (5.5. 15) 通 常 叫做 哈密 顿 正则 方程 ,简称 正则 方程 ,而 式 (5.5. 10) 
所 定义 的 函数 凡 , 则 叫 哈密 顿 函数 , 它 是 2s+1 个 变量 即 p。,g。(a=1,2,…,s) 及 1 
的 函数 . 哈密 顿 正则 方程 是 包含 有 2s 个 一 阶 常 微分 方程 的 方程 组 ,它们 的 形式 
简单 而 对 称 , 故 称 为 正则 方程 . 在 理论 物理 学 中 ,以 p,q 作为 独立 变量 比 用 g 及 
9 作 独 立 变量 要 广泛 和 方便 得 多 ,广义 动量 p,( 动量 或 动量 矩 ) 在 物理 学 中 也 比 
广义 速度 94。 要 重要 得 多 ,这 些 在 统计 物理 及 量子 力学 中 常常 用 到 . 由 经 典 物理 
学 过 渡 到 近代 物理 学 ,正则 方程 也 常 被 认为 是 最 方便 的 形式 . 我 们 通常 把 p,、 
9a(Q=1,2,…,s) 叫 做 正则 变量 ,并 用 它们 代表 由 广义 坐标 和 广义 动量 所 组 成 的 
2s 维 相 字 (或 相 空间 ) 中 的 一 个 相 点 . 


(3) 能 量 积分 与 循环 积分 


在 一 定 条 件 下 ,哈密 顿 正则 方程 也 跟 拉 格 朗 日 方程 一 样 ,可 以 给 出 能 量 积 
与 循环 积分 ,现在 先 讲 能 量 积分 . 我们 知道 ,哈密 顿 函数 有 1 中 的 宗 量 p。 ,g(a= 
1,2,…,s) 都 是 时 间 1 的 函数 , 故 求 有 # 对 时 间 4 的 微 商 时 ,应 按照 高 等 数学 中 复 
合 函 数 求 微 商 的 法 则 来 进行 , 即 


dH_ To. oH. aH 
= 2 a .] + 地 (5.5.17) 
把 式 (5. 5. 15 ) 的 关系 代入 式 (5. 5. 17) 中 ,得 
dH _ /oHoH 3H oHY .9H 9 有 
dt (3 ap。 ap, | 二 AN 


帮 如 函数 有 中 不 显 售 4, 则 因 量 =0, 帮 季 也 等 于 零 ,因而 正则 方程 有 一 积分 
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H=h 《5,.5.19) 
此 处 是 一 积分 常数 . 如 为 稳定 约束 ,可 将 动能 7 表示 为 广义 速度 的 二 次 齐 次 函 
数 , 则 由 本 节 中 的 式 (5.5. 10) 及 §5.3 中 的 式 (5.3.23) ,得 


“5 ei dg 
=- (T-V) +27=T+V (5.5.20) 

可 见 式 (5. 5.19) 代 表 能 量 积分 ,在 稳定 约束 时 有 就 等 于 力学 体系 的 总 能 量 E. 
如 果 动 能 7 不 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 函数 , 即 体系 所 受 的 约束 是 不 稳定 约束 ， 
则 式 (5. 5. 19) 将 代表 广义 能 量 积分 ,与 $5.3 中 式 (5. 3. 27) 所 讨论 过 的 情形 相 
同 . 因此 ,哈密 顿 函数 也 是 力学 体系 的 特性 函数 . 如 为 稳定 约束 , 它 就 是 力学 体系 
的 动能 和 势能 之 和 ;如 为 不 稳定 约束 , 则 它 等 于 7 了 ,76+V. 

从 上 面 的 计算 可 以 看 出 : 由 正则 方程 得 出 能 量 积分 , 比 由 拉 格 朗 日 方程 得 
出 的 要 简便 得 多 . 由 于 正则 方程 是 p.g 的 一 阶 常 微分 方程 , 故 这 积分 也 就 是 正则 
方程 的 一 个 积分 . 

现在 再 来 讲 循环 积分 . 由 式 (5. 5. 15) 可 以 看 出 ,哈密 顿 函 数 H 中 如 果 有 循 
环 坐 标 , 则 也 可 立即 得 出 积分 ,这 些 积分 叫做 循环 积分 . 和 §5.3 中 所 讲 的 情况 
是 一 样 的 . 可 以 看 出 ,不 含 某 个 广义 坐标 9, 时 ,对 应 的 广义 动量 p, 即 为 常数 . 因 
4H 为 p,q,t 的 函数 , 故 比 用 拉 氏 方程 更 为 简便 ,更 富 
有 物理 意义 ,这 显然 是 一 个 很 大 的 优点 . 由 于 哈密 顿 
正则 方程 具有 上 述 的 这 些 优点 ,所 以 发 展 了 很 多 求 
解 正则 方程 的 方法 ,我 们 将 在 §5.6、§5.8 及 §5.9 
中 扼要 介绍 其 中 最 主要 的 几 种 . 

[ 例 ] 电子 的 运动 ” 设 电荷 为 -e 的 电子 ,在 电荷 为 Ze 
的 核 力 场 中 运动 ,2 为 原子 序数 ,试用 正则 方程 研究 电子 的 
运动 . 

[ 解 ] 在 本 问题 中 ,我 们 采用 球面 坐标 r,9,p 为 广义 坐 
标 ,如 图 5.5. 1 所 示 , 并 设 电 子 的 质量 为 m. 

根据 式 (5. 3. 33) ,我 们 知道 ,在 球面 坐标 系 中 ,质点 速度 
的 平方 为 


图 5.5.1 


+r + rsingg (1) 
故 质量 为 m 的 电子 在 核 力 场 中 以 速度 "运动 时 , 它 的 动能 7 为 
了 = 村 mr = 广 
因 电 荷 间 相互 作用 的 库仑 力 是 保守 力 , 故 势能 了 为 
1 Ze a 


和 
rr r (3) 


m(F? + 70 + rasin29 02) (2) 
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而 拉 格 朗 日 函数 了 上 则 为 


m(i tr trsinigg) + 全 (4) 


现在 来 计算 p。 ,并 进而 求 哈密 顿 函 数 及 : 


aL 

po= = m0 (5) 
308 

,= 对 = mrrsinzg5 
9 


H=-L+pi +p0+p, 9 


We er 
= Tm + trsin dp) -全 


a 
-a + + r 0) 
把 及 的 表示 式 代 入 正则 方程 式 (5.5.15) 中 ,得 
pe, py _a ?=P. 
Pr mr msing p,m 
2 
BH _ pecos0 »_88 _ po 
=- = -二 一 一 = 了 7) 
Pr 0 mrisin'g’ 人 
=- 上 -0 Sr 
"pg 9 ”ap。 mrisin’g 


这 就 是 由 哈密 顿 正 则 方程 求 出 的 电子 在 核 力 场 中 的 运动 方程 . 因 甩 中 不 含 pw, 万。=0, 故 mv= 
c= 常数 ,而 $ = 一 zc 一 由 (7) 式 第 一 对 方程 及 (5) 式 ,可 得 
mr sin B 


2 


mF -mre mp + 得 =0 (8) 
由 (7) 式 的 第 二 对 方程 ,得 
a 的 ceosg (9) 
出 ~ mrisin’g 


(8) 式 和 (9) 式 都 不 含 p, 故 知 电子 是 在 一 平面 内 运动 ,这 正 是 我 们 所 预期 的 , 因 电 子 所 受 的 


力 是 有 心力 . 如 果 我 们 令 此 平面 为 p=0 的 平面 , 则 9 =0,c=0, 而 电子 在 此 平面 内 的 运动 方程 
变 为 


(10) 
量 (mg) =0 
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这 是 我 们 很 熟悉 的 结果 ,这 里 只 是 作为 一 个 范例 ,说 明 用 正则 方程 解 题 的 一 般 步 骤 . 当然 ,用 
正则 方程 来 解 这 类 简单 问题 ,可 能 反而 迁 回 ,但 在 较 复杂 的 问题 中 , 却 能 显示 出 它 的 优越 性 . 
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(1) 泊 松 括号 


在 上 节 中 ,我 们 曾经 提 到 ,哈密 顿 正则 方程 具有 许多 优点 ,因此 它 在 分 析 力 
学 中 就 占有 很 重要 的 地 位 ,并 发 展 了 一 些 不 同 的 求解 方法 . 本 节 所 要 介绍 的 泊 松 
定理 ,就 是 其 中 之 一 . 在 推导 泊 松 定理 之 前 ,让 我 们 先 介 绍 泊 松 括号 的 定义 及 其 
一 些 主要 性 质 . 因为 它 不 但 在 推 证 泊 松 定理 的 过 程 中 要 用 到 ,而 且 也 是 理论 物理 
学 (例如 量子 力学 ) 中 经 常 碰 到 的 一 种 符号 . 

假如 函数 p 是 正则 变量 pe .gs(a=1,2,…,s) 及 时 间 4 的 函数 , 即 

=p9(pi,pa, ,Ppsg1 ,2 ,9,3t) (5.6.1) 

则 因 p,q 又 都 是 时 间 4 的 函数 , 故 根据 前 述 的 复合 函数 求 微 商 的 法 则 ,得 gp 对 1 
的 微 商 为 


各 -各 + 总 ( 品 + 让 Ga 


我 们 已 经 知道 刀 0 4 的 函数 ,因此 
可 以 把 $5.5 中 的 式 (5.5. 15) 的 人。 和 廊 。 代入, 则 9 可 写 为 


dp _ op 
dr ar + L9H] (5.6.3) 
此 处 的 [gp,#H] 叫 做 泊 松 括号 , 它 的 定义 是 
加 ;> 2 9 _ 9p oH 
区 外 (这 ap。 ap。 a) 4 


所 以 也 可 以 说 , 它 是 一 种 缩写 的 符号 . 
使 用 泊 松 括号 时 ,要 注意 所 有 的 p,q 都 是 相互 独立 的 ,任意 一 个 对 另外 一 个 
的 偏 微 商 都 等 于 零 ,例如 
ap。_ 0， ap。_ 0， 0g。 9g。 
0g。 9pp op。 Ogp 
而 相同 的 p,q 相互 取 偏 微 商 则 等 于 1, 例如 
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这 样 ,正则 方程 也 可 用 泊 松 括号 表 出 , 即 
5。 = [ps,H] 
gs = [gsH] 

应 当 注 意 : 当 力 学 体系 运动 时 ,如 由 正则 变量 p。,9。(a=1,2,…,s) 及 时 间 1 所 组 

成 的 某 一 函数 p[ 即 式 (5.6. 1) 中 的 gp] 保 持 为 常数 , 则 此 函数 就 是 正则 方程 的 一 

个 第 一 积分 ,p(p。,9。,t)=C 可 以 反映 该 体系 的 运动 规律 ,所 以 也 称 之 为 运动 积 

分 ,例如 $5.5 中 的 式 (5.5.19) 就 是 一 个 运动 积分 ,如 pg=C 是 运动 积分 , 则 由 式 

(5.6.3), 必 有 


] [es (5.6.5) 


8 ] =0 
ap + [9 四 ] (5.6.6) 


反之 ,如 9 满足 式 (5.6.6), 则 p=C(C 为 一 常数 ) 是 正则 方程 的 一 个 运动 积分 ， 
因为 对 应 于 式 (5. 6.6) 的 常 微 分 方程 组 是 


ER a 二 -的 2 

oH oH 8H _a a 

op, op; op, 99， 69: 
dp, 
on 
aq, 


正好 和 正则 方程 式 (5. 5. 15) 相同 下 . 
如 另 一 函数 少 也 是 正则 变量 及 时 间 的 函数 , 则 类 似 于 式 (5. 6.4) , 泊 松 括号 
[ep, 沙 ] 的 定义 是 


]=5 (2 .39 0 
eswl (2 ap。 Pp。 2 SE 
泊 松 括号 具有 下 列 几 种 特性 : 

(1) [ce,w]1=0 (ec 为 常数 ) (5.6.8) 
(2) [py]+ly,p]=0 (5.6.9) 
(3) 如 y = Dy, 则 Lpw] = > [ew,] (5.6.10) 
(4) [-p,.w]=-[9,w] (5.6.11) 

9 -= [92 ow 
(5) 六 [的 =[ 全 同人 (5.6.12) 
(6) [9,[p,w]]+[o,[y,0]]+[y,L0,p]]=0 (556513) 

~ _J! (a=p) 
(7) [gel =64=o az) (5.6.14) 


由 ”可 参看 高 等 数学 中 的 一 阶 偏 微分 方程 部 分 . 
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以 上 的 一 些 性 质 , 除 式 (5. 6. 13) 外 ,都 是 显而易见 的 . 方程 (5. 6. 13 ) 是 双重 的 泊 
松 括号 ,叫做 泊 松 恒等式 ,也 叫 雅 可 比 恒等式 , 式 中 9 也 是 正则 变量 和 时 间 的 函 
数 . 直接 计算 双重 泊 松 括号 ,可 以 证 明 (5. 6. 13 ) 成 立 . 读者 如 有 兴趣 ,可 自行 
验证 . 

(2) 泊 松 定理 


利用 泊 松 括号 ,我 们 可 以 从 正则 方程 的 两 个 积分 , 求 出 另外 一 个 积分 , 因 如 


,pig 92 gst) = C， 
ppisp2, ,ps 0: git) } (5.6.15) 
ppispas ,p,q91, 2 ,9,3t) = C2 
是 正则 方程 的 两 个 积分 , 则 类 似 于 式 (5. 6.6) ,yw 也 必 满 足下 列 关系 : 
中 [yy,H]=0 (5.6.16) 


ot 
用 及 代替 泊 松 恒等式 (5.6.13) 中 的 9, 则 由 (5.6.6) (5.6.16) 及 (5.6.9) 诸 式 ， 
我 们 有 


世 99] _ 
[i [ew] - [9, 开 | + [v.22] =0 (5.6.17) 
再 利用 (5. 6.9) (5.6. 12) 及 (5.6.3) 等 式 的 关系 ,最 后 得 到 
[py] +[[9,w],H] = [py] 三 起 (5.6.18) 
故 [py] = C， (5.6.19) 


也 是 正则 方程 的 一 个 积分 , 式 中 C, 是 另 一 个 积分 常数 ,这 个 关系 ,叫做 泊 松 
定理 . 

利用 泊 松 定理 ,似乎 只 要 知道 正则 方程 的 两 个 积分 ,就 可 以 求 出 其 余 的 积 
分 ,但 实际 上 它 常常 只 能 给 出 原 有 积分 的 线性 组 合 或 者 恒等式 ,不 能 提供 新 的 积 
分 ,所 以 在 求 正则 方程 的 积分 时 ,并 不 能 完全 依靠 它 . 

在 H 不 是 :的 显 函 数 的 情形 下 ,H=h 是 正则 方程 的 一 个 积分 ,参看 $5. 5. 
因此 ,如 果 知 道 正则 方程 的 另 一 积分 

Ppispasee ,pssg ga", 9) = Ci 
那么 根据 泊 松 定理 
[gp,H] =c' 

也 是 正则 方程 的 积分 . 但 
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本 让 
也 是 正则 方程 的 积分 . 依 此 类 推 下 去 ,= C4 ,= 等 也 都 是 正则 方程 的 积 


分 .但 如 9 不 是 时 间 4 的 显 函数 , 则 


ap_0 
oat 


而 [wg,H]=0 变 成 一 恒等式 ,不 能 提供 任何 新 的 积分 - 

泊 松 括号 和 量子 力学 有 密切 的 关系 . 方程 式 (5. 6. 14) 是 和 量子 条 件 相合 
的 . 正则 方程 用 泊 松 括号 表 出 的 形式 , 即 式 (5. 6. 5) ,在 量子 力学 中 也 常用 到 . 

[ 例 ] 一 组 质点 只 在 保守 内 力作 用 下 运动 . 如 x\y 方向 的 两 分 动量 矩 为 常数 , 则 :方向 
的 分 动量 矩 也 必定 是 一 个 常数 ,试用 泊 松 定理 加 以 证 明 . 

[ 解 ] 根据 第 二 章 $ 2.3 中 的 公式 ,我 们 知道 : 


人 = Dm ap) = (yips ~ ps) 
万 = Smat ti) = (ape ~ xps) (1) 


J = Smsj ys) = D(xpy -yips) 
式 中 儿 ,J ,J 是 动量 答 在 三 坐标 轴 x,y,z 上 的 分 量 ,而 ps ,ps ,ps。 则 是 动量 p, 的 三 个 分 量 . 
由 题 给 条 件 , 知 


a0 En (2) 
故 根据 泊 松 定理 ,应 有 
[J.,J,] = C，= 常数 (3) 
现在 来 计算 J,、J, 所 组 成 的 泊 松 括号 [J ,J,] 的 表示 式 , 看 看 它 和 J 有 什么 关系 ? 
和 707, aa 
[1 = [二 站 > 尘 习 
07, 3] 067. 9 


az ps dpe Oz, 
= > xp, -ype) = J (4) 
和 


这 是 因为 x,,y,,z,,ps ,ps 和 ps 都 是 互相 独立 的 变量 ,只 有 自己 对 自 己 的 偏 微 商 ,如 全 才 等 于 


1 ,而 任 一 变量 对 另 一 变量 的 偏 微 商 均等 于 零 . 故 [J., 儿 ] 中 的 前 两 大 项 均 为 零 , 只 剩 下 最 后 一 
个 大 项 ,而 它 恰 等 于 儿 . 这样, 由 (3) 及 (4) 式 ,我 们 就 证 明了 
J = C = 常数 (5) 
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$5.7 哈密 顿 原理 


(1) 变 分 运算 的 几 个 法 则 


我 们 已 经 讲 了 分 析 力学 中 的 拉 格 朗 日 方程 和 正则 方程 ,现在 让 我 们 再 来 介 
绍 一 个 要 用 到 变 分 运算 ?的 力学 原理 ,叫做 哈密 顿 原理 , 它 也 是 分 析 力 学 中 很 重 
要 的 一 个 原理 . 
凡 力 学 原理 用 到 变 分 运算 的 ,叫做 力学 变 分 原理 . 力学 变 分 原理 有 微分 形 
式 ,也 有 积分 形式 . 虚 功 原理 是 力学 变 分 原理 的 微分 形式 ,而 本 节 的 哈密 顿 原理 ， 
则 是 力学 变 分 原理 的 积分 形式 . 
哈密 顿 原理 中 要 用 到 变 分 运算 ,这 里 我 们 从 介绍 变 分 运算 的 几 个 法 则 入 手 . 
变 分 符号 用 8 表示 ,在 虚 功 原理 中 实际 上 曾经 用 过 . 有 些 变 分 运算 法 则 和 微分 相 
同 , 例 如 ,假设 有 两 个 变量 4 和 8B, 它们 一 般 是 p,q,t 的 函数 , 则 
5(4+B)=54+5B 
AB) = 48B + B8, 
Wy ae Co 2 
(人 = 
为 TY 抽 疝 本 三 抽 二 全 症 区 
时 的 对 易 规 则 ,我 们 来 说 明 变 分 的 概念 . 
假定 C 是 * 维 空间 的 一 条 曲线 ,上 且 为 质点 遵循 运动 定律 运行 时 的 轨道 , 即 动 
力 轨道 或 真实 轨道 . C 为 邻近 C 的 一 条 曲线 ,但 不 


-Plt=t) 
是 质点 的 动力 轨道 , 唯 C 及 C' 的 两 端点 P, 和 忆 pA 
相同 (图 5.7. 1). 设 一 质点 以 沿 曲线 C 运动 ,而 想 
象 男 一 质点 M' 沿 曲线 C' 运 动 ,它们 同时 自 P 出 , 
Ds A 


发 ,并 同时 到 达 P,. 

我 们 把 相差 甚 微 的 轨道 曲线 C 与 C'[ 亦 即 相 
差 其 微 的 函数 C(9 9，… ,9 和 C (91 92，…， 
941) ] 之 间 的 差异 称 为 变 分 ， 并 用 变 分 符号 5 来 图 5.7.1 
表示 ,以 区 别 于 表示 在 同一 曲线 轨道 上 由 于 自 变数 
微小 变化 而 引起 的 差异 的 微分 符号 d. 则 在 P, 及 P, 点 上 ,有 


外 ” 变 分 间 题 即 泛 函 的 极 值 问题 ,关于 变 分 运算 可 详细 参阅 :[ 苏 ] A a. 艾 利 斯 哥 尔 兹 . 变 分 法 . 李 世 
晋 译 .北京 :人 民 教育 出 版 社 ,1958- 
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5 =0 } 
8gs 1» =8g|p=0 (a=1,2,.,s) 
另 一 方面 ,如 果 P 及 P' 是 C 及 C' 上 两 对 应 点 , 即 MH 和 jM' 同 时 自己 出 发 ,分 
别 沿 着 C 及 C' 运 动 , 当 M 到 达 P 时 ,M' 达 到 P'. 0 是 P 点 附近 的 一 点 ,并 且 和 P 
在 同一 轨道 C 上 . 如 果 P 点 的 坐标 为 g(a=1,2,…,s) ,P' 点 的 坐标 为 9。+59。(a= 
2,…,s) ,Q 点 的 坐标 则 为 9。+dq。(a=1,2,…,s). 至 于 在 C' 上 和 和 @ 对 应 的 0” 
点 , 则 可 从 两 方面 来 考虑 : 
(1) 质点 自 P 至 Q 然后 到 0; 
(2) 质点 由 PP 至 P' 然 后 至 Q". 
因此 ,我 们 有 
qu + dq, + 8(gs + dq,) =q。+ 8q。+ d(q。+ 59。) 
即 8(dq。) = d(8g,.) (5.7.3) 
可 见 d 与 8 的 先后 次 序 可 以 对 易 . 


但 (a 


($7.2) 


3( ge _ dg,8(di) 


de 
了 dqsd( 81) 
da dr 人 
ee 
dq, 
s(e) = 39.) (5.7.5) 


可 见 在 51=0 的 假设 下 ,8 与 咎 的 先后 次 序 也 是 可 以 对 易 的 ,这 种 变 分 叫做 等 时 


变 分 . 至 于 5 与 号 的 先后 次 序 不 能 对 易 的 那 种 变 分 , 则 叫 不 等 时 变 分 或 全 变 分 . 
为 了 区 别 起 见 ,有 时 用 A 来 代表 不 等 时 变 分 ， a 7.4) 应 写 为 


A(2) = 二 (Ag.) - 


知道 了 这 些 运 算法 则 以 后 ,我 们 就 可 以 叙述 并 推 证 哈密 顿 原理 了 . 
(2) 哈密 顿 原理 


设 n 个 质点 所 形成 的 力学 体系 受 有 个 几何 约束 , 则 这 力学 体系 的 自由 度 
是 s=3n-k. 因此 ,我们 如 果 能 够 做 到 把 * 个 广义 坐标 gs(a=1,2,…,s) 作 为 时 间 
4 的 函数 加 以 确定 ,我 们 也 就 确定 了 这 力学 体系 的 运动 . 因 和 运动 方程 是 * 个 二 阶 
微分 方程 . 故 有 2s 个 积分 常数 , 兹 以 c,,c,,… ,cs, 表 示 . 另 一 方面 ,我 们 也 可 以 认 


(5.7.6) 
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为 :个 确定 的 9q。 代表 着 * 维 空间 的 一 个 点 ,而 描写 力学 体系 运动 状态 的 积分 
qe = go(tciyca mca) (a=1,2,…,5) (5.7.7) 

由 于 时 间 :的 推移 则 在 * 维 空间 中 描 出 一 条 曲线 . 

为 了 寻求 力学 体系 的 运动 规律 ,哈密 顿 提 出 可 以 从 具有 相同 端点 .并 为 约束 
所 许可 的 许多 条 可 能 的 运动 轨道 即 * 维 空间 曲线 中 , 挑 出 一 条 真实 轨道 . 为 此 ， 
可 以 采用 变 分 法 的 方法 来 挑选 这 一 条 真实 轨道 . 既然 可 以 从 许多 约束 所 许可 的 
轨道 中 , 选 出 真实 轨道 ,当然 也 就 确定 了 力学 体系 沿 着 这 条 真实 轨道 运动 时 的 运 
动 规律 . 

我 们 现在 用 拉 格 朗 日 方程 来 推导 在 保守 力 系 作用 下 的 哈密 顿 原理 . 关于 在 
任意 力 系 作用 下 的 哈密 顿 原理 ,由 于 用 得 不 是 太 多 ,这 里 就 从 略 了 . 

把 拉 格 朗 日 方程 (5. 3. 18 ) 中 的 各 项 乘 以 8g。 ,对 a 求 和 . 然后 沿 着 一 条 可 能 
的 运动 轨道 即 * 维 空间 一 条 曲线 (如 图 5.7.1) 自 两 曲线 共同 端点 P,(1=4, ) 至 
P(t=t,) 对 4 积分 , 则 得 


让 2{( 若 )- 妆 ]%} 0 (5.7.8) 


d/oL d/o3L 9L d 
日 =: 本 
但 ls 59。 了 ae 5 (9) 
d/oL ds 
= 了 了 | 一 9.| - —8 9g。 (5.7.9 
a ) ad. © 7 


因 哈 密 顿 用 的 是 等 时 变 分 , 故 这 里 也 用 了 式 (5.7.5) 的 对 易 关 系 ,把 式 (5.7.9) 
代入 式 (5.7.8) ,得 
» 9L 


> k 一 dt=0 (5.7.10) 
因 L=L(g 9,991 92 9951) ,而 6g61,. = 8961,. =0, 故 式 
(5.7.10) 简 化 为 
faa =0 Cel ) 
又 因 81=0, 故 式 (5.7.11) 中 积分 号 内 的 8 可 移 至 积分 导 外 , 即 
| sn。 (5.7.12) 


这 就 是 在 保守 力 系 作用 下 的 哈密 顿 原理 的 数学 表达 式 . 哈密 顿 称 | Ldt 为 作用 


函数 , 当 它 表 示 为 端点 时 间 和 位 置 的 函数 时 ,也 叫 主 函数 ,并 以 $ 表示 . 
我 们 已 经 讲 过 : 描写 力学 体系 运动 状态 的 积分 (5.7.7) 是 代表 * 维 空间 的 
一 条 曲线 (图 5.7.1) ,时 间 :是 此 曲线 的 参数 假定 此 曲线 C 通过 * 维 空间 的 两 
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个 定点 已 和 已 . 车 以 式 (5.7.7) 代 入 拉 氏 函数 了 中 ,然后 沿 C 自 P(t=t) 至 
P,(t=4) 对 4 积分 , 则 积分 有 一 确定 的 值 5. 如 果 我 们 沿 着 一 条 约束 所 许可 的 邻 
近 轨 道 C" ,将 拉 氏 函数 工 对 上 积分 ,C' 也 通过 P, 和 P, 两 点 ,而 代表 C' 的 参数 方 
程 是 


ge =go(tclyca ci) + ww 
84。 | ,-。= 3q。 | ,-。 
其 中 8g。 是 一 组 任意 小 的 函数 . 这 新 积分 的 值 将 是 


2 和 Cs 
5 = Lglsgssee ,gs GG) dt (5.7.14) 


可 见 式 (5.7. 12) 左 端 就 是 85 即 8 与 $ 的 差 ,而 哈密 顿 原理 (5.7.12) 式 85=0 
就 表示 $ 具有 稳定 值 . 因此 哈密 顿 原 理 就 是 用 变 分 法 中 求 稳定 值 的 办 法 来 挑选 
真实 轨道 ,并 由 此 来 确定 力学 体系 的 运动 规律 . 哈密 顿 原理 的 文字 表述 如 下 : 

保守 的 、 完 整 的 力学 体系 在 相同 时 间 内 ,由 某 一 初 位 形 转移 到 另 一 已 知 位 形 
的 一 切 可 能 运动 中 ,真实 运动 的 主 函 数 具 有 稳定 值 , 即 对 于 真实 运动 来 讲 , 主 函 
数 的 变 分 等 于 零 . 

哈密 顿 原理 是 和 牛顿 运动 定律 等 价 的 原理 ,并 且 常 广泛 地 被 人 们 用 来 推导 
其 它 原理 ,定律 和 方程 . 我 们 前 面 是 用 拉 格 朗 日 方程 推出 哈密 顿 原理 的 . 如 果 反 
过 来 ,当然 也 可 以 从 哈密 顿 原理 推出 拉 格 朗 日 方程 . 此 外 ,正则 方程 也 可 从 哈密 
顿 原理 导出 (参看 下 面 的 例题 ). 甚至 牛顿 运动 定律 也 可 认为 是 哈密 顿 原理 的 必 
然 结 果 . 

除了 虚 功 原理 与 哈密 顿 原理 外 ,力学 中 还 有 用 到 变 分 法 的 其 它 一 些 原理 , 例 
如 最 小 作用 量 原理 等 . 最 小 作用 量 原理 用 的 是 不 等 时 变 分 ,在 历史 上 起 过 一 定 的 
作用 ,但 计算 较 烦 琐 ,现在 已 经 用 得 不 多 了 . 

[ 例 ] 试 由 哈密 顿 原理 导出 正则 方程 . 

[ 解 ] 由 式 (5.5.10), 知 


(a=1,2,.,s) (5.7.13) 


Hs 呈 交 全 


故 b= 之 pg。 -用 (0 
把 (1) 式 中 的 代入 哈密 顿 原理 式 (5.7.12) 中 ,得 
af (Spd -Du=0 (2) 
因 # 是 p,q,t 的 函数 , 故 算出 (2) 式 中 的 变 分 ,并 记 住 8t=0, 就 得 到 
|S(e8s. + godp。 — sp, ~ 2g.) d= (3) 


S S26.) > Le. 名 (39.)] = 六 总 的 二 5.89。 (4) 
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把 (4) 式 代入 (3) 式 ,得 


Doan.| 后 三 [4 - 划 ) sp. - (i. + 二 ) ao] se 如 
因 两 端点 相同 , 故 
Sq | ,cs = B96 |, =0 (= 1,2,.0,s) 
故 (5) 式 中 的 第 一 项 为 零 , 而 (5) 式 则 简化 为 
5[(i. - 中) ap。 - (5 #9 ) 54.] 4 =0 (6) 
因 sp。 及 89qo(a=1,2 i 而 且 是 相互 独立 的 , 故 得 
5 = 中 
ee (ao = 1,2,..,s) (7) 
sy 
i 


这 就 是 所 要 求 的 正则 方程 . 


$5.8 正则 变换 


(1) 正则 变换 的 目的 和 条 件 


在 85.5 中 ,我 们 已 经 指出 ,哈密 顿 函数 是 p,,g。(a=1,2,…,s) 及 1 的 函数 ， 
而 哈密 顿 正则 方程 则 是 2s 个 一 阶 微分 方程 . 如 果 万 中 不 出 现 某 个 g, 例 如 g,, 则 
这 个 不 出 现 的 9. 就 是 循环 坐标 ,而 我 们 也 将 由 正则 方程 式 (5. 5. 15 ) 得 出 一 个 对 
应 的 积分 . 换 旬 话说 ,如 万 中 不 出 现 9;, 则 对 应 的 p,, 就 是 常数 ,所 以 只 要 万 中 能 
多 出 现 一 些 循环 坐标 ,我 们 就 能 多 得 出 一 些 积分 ,这 当然 是 我 们 在 求解 正则 方程 
时 所 希望 的 . 
但 是 ,力学 体系 的 哈密 顿 函数 万 中 ,有 没有 循环 坐标 ,与 我 们 所 选用 的 坐标 
系 有 关 . 在 菜 种 坐标 系 中 没有 循环 坐标 ,在 另 一 种 坐标 系 中 却 可 以 有 一 个 或 几 个 
循环 坐标 . 有 心力 就 是 一 个 最 明显 的 例子 . 在 极 坐 标 系 中 ,如 质点 的 质量 是 mm, 则 
3 
动能 7= 记 m( Pa3+0). 对 平方 反比 引力 问题 来 讲 ,势能 V=- 和 下, 故 H=T+V 
( 因 动 能 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 式 ). 很 显然 ,这 里 极 角 9 是 一 个 循环 坐标 , 故 对 
应 的 广义 动量 的 微分 户 ,=- 红 =0, 即 
po = 站 =m 关 和 = 常数 
90 
即 对 应 的 广义 动量 是 守恒 的 [参看 $5.3 及 式 (5.5.1)]. 在 这 一 节 里 ,我 们 将 介 
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绍 坐 标 和 动量 的 变换 ,使 新 的 哈密 顿 函数 中 能 出 现 一 些 循环 坐标 . 如 果 通 过 某 种 
变数 的 变换 ,能够 找到 新 的 函数 , 设 为 #8” ,使 正则 方程 的 形式 不 变 ,这 种 变换 就 
叫 正则 变换 . 很 显然 ,我们 进行 变数 变换 来 获取 循环 坐标 时 ,必须 使 这 种 变换 是 
正则 变换 . 否则 ,变换 后 的 方程 若 不 像 式 (5.5. 15) 那 样 简单 ,即使 有 循环 坐标 ， 
也 不 一 定 能 得 出 积分 . 
通过 变数 变换 后 ,是 要 使 原 有 的 正则 变量 ps,9s(B=1,2,…,s) 变 为 新 的 正 
则 变量 P,Q。. 如 果 它 们 的 变换 关系 是 
Po = P,(pi Pa Pi9gi i 
Q, = QPpi ,pas ,p,q ,2,95t) 
则 因为 这 2s 个 代数 方程 必须 是 互相 独立 的 , 故 解 上 列 诸 方 程 ,可 得 p。、g。 为 P,、 
Qa(B=1,2,…,s) 及 时 间 4 的 函数 . 
设 式 (5.8.1) 及 哈密 顿 函 数 月 中 皆 明 显 地 含有 4, 则 正则 变换 的 条 件 是 


(a=1,2,…,s) (5.8.1) 


| 六 (psdq。 - Pdo.) + (有 -Hdt= dU (5.8.2) 


式 中 dU 为 一 恰当 微分 ,而 H' 可 称 之 为 用 新 变量 P,, 0。 所 表示 的 “哈密 顿 函 
数 ”, 现 在 证 明 于 下 : 

设 我 们 使 p。,9。 有 任意 的 变 分 8p。,89。(a=1,2,…,s). 当 正则 变换 满足 
(5. 8.2) 的 条 件 时 , 因 581=0, 故 式 (5. 8.2) 变 为 


5 (p84, -P80.)=8U (5. 8.3) 
在 式 (5.8.2) 中 取 U 对 时 间 的 微 商 得 
SpsGs PQ) + (HH -AH)=V (5. 8.4) 


根据 §5.7 的 式 (5.7.5) , 当 81=0 时 , 算 符 8 与 业 的 先后 次 序 可 以 对 易 , 即 


d 。 d 
dd = 89q。， die = 30。 (ea=1,2，3) 


5 
uu 
于 是 由 式 (5. 8.3) 和 式 (5. 8.4) 分 别 取 对 时 间 微 商 和 取 变 分 后 ,得 
和 gj 之 。 
3( 并 P 0.) -HE( SDP,80,) -8h 
ER 
=8( 3p 6) -EH( Dp.d0.) - 34 (5.8.6) 


但 由 正则 方程 (5.5. 15) 及 (5. 8. 5) 等 关系 , 知 式 (5. 8.6) 右 端 


55.8 正则 变换 247 


> [3p. 6.) -全 (p.89.)] -8H= 》[4.3p。-5o5qo] - 8H 
气 A 


5( 68 | -8H=8H8-8H=0 5.8.7 
三 ( 交 ap。 + 289 8H=8H -5 ( ) 
因此 
.on on _ 局 
8H* = 2 ($67. # $0-50.) = 三 (Can。 P.80。) 
1 a BN 
即 zlle. -3 ap, -(P. +30-) ao] =0 (5.8.8) 
因 38P, 和 580。 都 是 互相 独立 的 , 故 由 式 (5.8.8) ,得 
2 8 到 
0.= 5 
上 (@ =1,2,.,s) (5. 8.9) 
Di 
和 0 


即 H"=H"(P,Q,t) 所 满足 的 方程 不 改变 正则 方程 的 形式 . 故 由 正则 变量 pp ,gp 
变 为 P。,0。 时 ,如 适合 式 (5. 8.2) 所 给 出 的 关系 , 则 这 种 变换 就 是 一 个 正则 变 
换 , 而 经 过 这 种 变换 后 ,正则 方程 的 形式 不 变 . 

回 到 式 (5. 8.2) ,我 们 知道 U 可 写 为 (9,0,5) 的 函数 , 即 


SF psdg, - Pd) + (1 ~ H)dt = dU(q,Q,1) 


2T/aU aU aU 
= > (Be. + ad + dt (5. 8. 10) 
由 此 得 
=, PP. -部 0 
9 “ (5.8.11) 
放生 二 


从 式 (5.8.11) 可 以 看 出 : 正则 变换 有 赖 于 函数 U(9,Q,5) 的 选择 ,这 个 函数 叫做 
母 函数 . 故 可 设 一 母 函 数 0(9,0,:) ,那么 由 式 (5.8.11) 的 第 一 和 第 二 两 式 , 就 
可 求 出 变换 方程 (5. 8. 1) ,而 且 这 种 变换 一 定 是 正则 变换 ,可 使 正则 方程 的 形式 
不 变 . 至 于 及" , 则 可 由 式 (5. 8. 11 ) 中 第 三 式 求 出 . 

如 果 变 换 方程 (5. 8. 1 ) 及 哈密 顿 函数 有 中 皆 不 明显 地 含有 +, 则 正则 变换 的 
条 件 式 (5. 8.2) 简 化 为 


> (podg。- Pdo。) = dU ] (5. 8. 12) 


| 
L 
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即 适合 这 样 关系 的 变换 ,不 改变 正则 方程 的 形式 . 此 时 母 函 数 U 也 将 不 是 1 的 显 
函数 , 即 0=U(4.0) , 故 弛 =0, 因 而 #1" = 下 


(2) 几 种 不 同形 式 的 正则 变换 


由 于 母 函 数 规定 得 不 同 , 正 则 变换 还 可 以 有 下 列 三 种 不 同 的 形式 , 兹 分 述 
于 下 : 
(a) 在 式 (5. 8.2) 


3 (padqs - PdQ。) + (及 - H)dt= dU 


中 ,变换 六 mdq。 项 , 即 


Zpedg, =d( pg.) 一 > godp。 
代入 式 (5. 8.2) 中 ,得 


Fgdps - Psd0.) + (有 -由 出 


=d[0(q,0.D - Spoq.] GS 


=dU,(p,0,) 
此 时 母 函 数 VU, 是 p,0,t 的 函数 , 且 


aU, aU, 
"0 97 Bp (a=1,2,.%,s) 
aU 
H' -H=— 
1 mn (5.8.14) 


(b) 如 果 在 式 (5. 8.2) 中 变换 区 P.d0. 项 , 则 用 同样 方法 ,可 得 
> (psdgs + Q.dP,) + (H* - H)dt 


=d[ VU(9.0.0) + DP.0.] 


=dU,( gq,P,t) (5.8.15) 
aU, aU, 
且 Pe = 3 Q. = 6p (a=1,2,.,s) 
aU. 
H* -H=—: (5.8.16) 
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(e) 如 果 在 式 (5. 8.2) 中 同时 变换 也 psdg。 和 Pd0。 两 项 , 则 得 


六 (osdp。 -gedps) + (有 - H)dt 


= dU(g,0,0) + DP.Q, ~ 5 pe4e] 


= dU,(P,p,t) (5.8.17) 
aU, aU, 
= =- 二 (a=1,2,, 
且 J 5 ge (a s) 
aU, 
Rd .8.18 
H" -HH= (5.8.18) 


实际 上 ,这 四 种 不 同 的 变换 ,是 由 于 母 函数 中 的 独立 变量 规定 得 不 同 所 致 . 
亦 即 后 三 种 变换 可 以 看 做 是 从 式 (5. 8.2) 经 过 一 个 勒 让 德 变换 得 出 来 的 . 因为 


在 式 (5.8.2) 两 侧 同 减 去 ( 六 pg。】 , 即 得 式 (5.8.13). 同 理 ,如 在 式 (5.8.2) 


两 侧 同 加 上 4 ( Dp.0,) , 即 得 式 (5.8.15). 如 在 两 侧 同 加 上 dy (P,Q, = 
Pa9。)， 即 得 式 (5. 8. 17). 
(3) 正则 变换 的 关键 


假如 经 过 变换 后 ,新 的 哈密 顿 函 数 H" 只 是 变量 P,P,,…,P, 及 时 间 1 的 函 
数 , 即 
H* =H"°(P,,P,,*%,P,st) (5. 8. 19) 


则 自 式 (5.8.9) , 知 P。=0(a=1,2,…,s), 因 此 得 力学 体系 * 个 积分 P. = 常数 
(qa=1,2,…,s) ,而 0。 亦 可 利用 (5. 8.9) 中 的 另 一 组 方程 经 过 积分 而 求 得 , 即 


= Ei = ee. 
Q.= Gp asl,s) 


于 是 力学 体系 的 运动 问题 就 完全 解决 了 . 力学 体系 此 时 能 否 有 2 个 积分 ,全 靠 
母 函 数 U 规定 得 如 何 而 定 . 所 以 力学 体系 运动 微分 方程 的 积分 ,从 正则 变换 的 
角度 看 来 ,就 变 为 如 何 找 合适 的 母 函 数 0 的 问题 了 . 如 果 母 函数 UV 规定 得 适当 ， 
使 变换 后 能 有 很 多 循环 坐标 出 现 , 问 题 即 可 大 为 简化 . 

[ 例 ] 用 正则 变换 法 求 平面 谱 振 子 的 运动 . 

[ 解 ] 以 x,y 代表 谐振 子 的 直角 坐标 ,p,,p, 为 它们 的 动量 ,w,,w, 为 谐振 子 沿 0x 轴 及 
0y 轴 的 振动 频率 ,m 为 振子 的 质量 ,于 是 此 谐振 子 的 哈密 顿 函数 为 


1 1 
HT+HV= (P+p) + Fm wx + wr) (1) 
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如 规定 本 题 的 母 函 数 U 为 
Me 于 wm(oueeot0， + osyPeot0,) = 0(9,0) (2) 
则 由 式 (5. 8. 11) ,得 


U 
P。 = = mwxcotlQ,, P = = mwaycotO: 


《3 
P, = - 划 = 了 monneseQi， P,= ee = mo yesc’Q, 
将 (3) 式 中 的 p, 及 p, 的 表示 式 代入 (1) 式 中 ,得 
Hn = cor + wiycot Qs) + 二 mei + oi) 
= 二 moietl + eol2C,) + moi + col?Q,) (4) 
再 利用 (3) 式 中 P 及 P 的 表达 式 , 即 可 得 出 用 新 变量 表示 的 哈密 顿 函 数 H" 为 
及 = wiP, + w:P, {5) 
而 用 新 变量 表示 的 谐振 子 的 运动 方程 根据 式 (5. 8. 9) 
(6) 
积分 , 得 (7) 


式 中 Ci,C;,6, 及 6, 是 四 个 积分 常数 ,由 起 始 条 件 决定 - 
再 回 到 原来 的 坐标 上 来 ,根据 (3) 式 下 面 两 式 即 得 谐振 子 在 *,y 平面 上 的 运动 方程 为 


2c，. 

x = sin(wt + 6) 
mo 

7 = 三 sin( wt + 6,) 


由 此 可 以 看 出 ,本 问题 利用 正则 变换 后 之 所 以 有 解 ,在 于 (2) 式 中 的 母 函 数 U 规定 得 适 
当 . 在 本 问题 中 ,用 新 变量 表示 的 哈密 顿 函数 H* ,只 是 变量 P, ,P, 的 函数 ,而 变量 0, ,0, 篆 
为 循环 坐标 ,但 用 旧 变 量 表示 的 用, 则 没有 循环 坐标 . 故我 们 不 能 由 (1) 式 直接 解 出 (8) 式 ,而 
要 通过 一 个 恰当 的 变换 ,这 正 是 引入 正则 变换 的 目的 (参看 下 节 ). 


(8) 
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(1) 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微分 方程 


我 们 在 上 面 已 经 讨论 了 利用 泊 松 定理 和 正则 变换 两 种 求解 正则 方程 的 方法 ,它们 在 某 些 
情况 下 ,可 以 给 出 我 们 所 需要 的 积分 或 运动 积分 ,但 也 不 总 是 很 有 效 的 . 我 们 知道 ,利用 正则 
变换 , 园 然 可 以 得 出 一 些 循环 坐标 ,而 使 正则 方程 立即 有 和 解 ,但 母 函 数 的 适当 选择 , 却 往往 很 
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困难 . 利用 泊 松 定理 , 虽 可 由 两 个 已 知 的 运动 积分 , 求 出 其 余 的 运动 积分 ,但 又 往往 得 出 一 些 
已 知 解 的 线性 组 合 或 者 是 恒等式 ,并 未 能 提供 新 的 积分 . 现在 我 们 来 介绍 另 一 种 特殊 的 正则 
变换 , 它 往往 使 我 们 能 彻底 求解 正则 方程 . 

如 果 我 们 通过 一 个 特殊 的 正则 变换 ,使 得 用 新 变量 P。、0。 表示 的 哈密 顿 函数 ”=0, 则 
由 式 (5. 8.9) ,可 知 新 变量 P..O.(a=1,2,…,s) 这 时 全 部 变 为 常数 ai ,Bi(i=1,2,…,*) ,而 如 
根据 习惯 ,我 们 选用 主 函 数 5 来 作为 式 (5. 8. 15) 中 我 们 要 寻找 的 母 函数 已 , 则 由 式 (5. 8. 16) 
中 的 第 三 式 ,得 


4 Htsg sq, sg sp ps see sp,) =0 (5.9.1) 
但 由 式 (5. 8.16) 中 的 第 一 式 ,我 们 有 


po = (a=1,2,..,s) (5.9.2) 


故 如 把 式 (5.9.1) 中 的 p。 全 部 代 以 它 的 等 式 台 -, 则 式 (5.9. 1) 变 为 


S 35 a5 
rad eh 5.9.3 
a9g，99: | | 5 ) 


os 
| +A( i0 0 


这 是 一 阶 二 次 偏 微分 方程 (因为 及 是 p,,p,,…,p, 的 二 次 式 ) ,叫做 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微分 方 
程 ,哈密 顿 的 主 函 数 $ 作为 母 函 数 正好 满足 这 个 偏 微分 方程 . 这 个 关系 是 哈密 顿 与 雅 可 比分 
别 用 不 同方 法 导出 并 给 予 解释 的 . 式 (5.9.3) 有 时 也 简称 之 为 哈 - 雅 方程. 

哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微 分 方程 是 一 阶 偏 微分 方程 ,这 里 时 间 和 坐标 是 独立 变量 ,因此 对 ; 个 
自由 度 的 力学 体系 而 言 , 它 的 全 解 包 含 st1 个 积分 常数 . 但 在 现在 式 (5.9.3) 的 情况 下 ,由 于 
函数 本 身 仅仅 以 自己 的 偏 微 商 形式 存在 于 方程 中 ,5 本 身 并 不 存在 ,因此 s+1 个 常数 中 有 一 
个 应 该 以 相 加 的 形式 出 现 , 也 就 是 说 ,从 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微 分 方程 求 出 的 运动 积分 应 具有 
下 列 形式 : 

S = S(t19.,920 ,9 i ya ) +C (5.9.4) 

其 中 ai ,az，…,a ,是 任意 常数 , 亦 即 新 的 广义 动量 ,而 C 则 为 一 可 加 常数 . 

哈 - 雅 方程 亦 可 按 下 法 导出 . 如 主 函 数 (5.9.4) 的 具体 形式 已 知 , 则 求 5 对 :的 全 微 商 ,并 
利用 式 (5.9.2) ,得 
8 9 Dy 0 


= 也 5.9.5 
ot a + Opeqe ( ) 


ds 
dt 
式 (5.7.12) 下 面 的 两 行内 容 , 知 至 -4 而 由 式 (5.5. 10) 又 知 且 = -+ 守 扩 5， 把 这 些 关系 


代入 式 (5.9.5) , 即 可 同样 得 出 哈 - 雅 方程 (5. 9. 3). 

由 此 可 见 , 如 果 主 函数 5 已 经 求 出 , 则 主 函 数 5 必定 满足 哈 - 雅 方程 ,这 就 是 哈密 顿 当时 
推 证 时 所 用 的 方法 . 但 实际 上 我 们 现在 都 是 用 雅 可 比 的 方法 , 即 从 哈 - 雅 方程 求 出 5, 然后 由 
式 (5.9.2) 求 po(a=1,2,…,s) ,用 


总 =8 (i = 1,2,.,s) (5.9.6) 


求 0,(a=1,2,…,s) ,就 可 以 得 出 正则 方程 的 全 部 积分 了 . 这 样 ,正则 方程 的 求解 问题 ,就 归 
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结 为 如 何 从 哈 - 雅 方程 求 5 的 问题 . 式 (5.9.6) 实 际 上 就 是 式 (5. 8.16) 中 的 第 二 式 , 只 是 由 于 
正则 变换 ,现在 是 以 w 代 P。, 以 B, 代 @。- 

如 果 一 个 力学 体系 的 哈密 顿 函数 中 不 显 含 时 间 !, 并 且 约 束 又 是 稳定 的 , 则 由 式 
(5.5.20) , 知 昌 =E,E 是 力学 体系 的 总 能 量 . 如 为 不 稳定 的 约束 , 则 以 A 代 EE,h 仍 为 一 常数 . 


由 式 (5.9.3) ,可 知 总 =-H; 在 稳定 约束 情形 下 , 闻 =-E, 对 + 积分 ,并 因 式 (5.9.3) 是 包含 
个 自 变量 g 和 变量 :的 偏 微分 方程 .1 仅仅 是 其 中 一 个 变量 , 故 积分 后 ,得 


5=-EitW(g ,0.90 0, E)+C | (5.9.7) 
式 中 a 已 用 已 代替 ,a; 等 的 物理 意义 同 前 . W 为 一 新 函数 ,不 包含 !, 常 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比 
特性 西数 . 根据 式 (5. 9.7) ,有 =2 (a=1,2,…,:). 这 样 , 式 (5.9.3) 就 变 为 


aW aW 3W 个 
COR ep | =ED (5.9.8) 
这 样 ,正则 方程 的 求解 问题 就 又 变 为 从 偏 微分 方程 (5.9.8) 求 W 的 问题 . 


(2) 分 离 变 量 法 


在 某 些 情况 下 ,我 们 可 用 "分 离 变量 法 "来 解 式 (5.9.8). 因 如 多 ( 它 往往 和 动能 有 关 ) 和 
V( 它 和 势能 有 关 ) 都 可 分 为 s 个 W。 及 VY 之 和 ,而 每 一 个 W。 和 VY 都 只 与 一 个 坐标 9。 有关， 
则 一 阶 二 次 偏 微分 方程 式 (5.9.8) 可 分 为 s 个 一 阶 二 次 常 微分 方程 . 即 在 此 情形 下 , 式 
(5.9.8) 可 写 为 


a \ +4:(0) (es) 2 + he) (加) ] 
， 


d9: 
+V(g) + Vg) +V(q)=E (5.9.9) 
因此 
1 LAW 
一 4 Y= Vv. = = 1,2,.., 
3 “(二 + V0) = a。 (a 5) (5.9.10) 
qtat+a=E 
如 每 一 WW, 均 已 求 出 , 则 
W = W, + W, + (5.9.11) 
而 由 (5.9.2) 及 (5.9.6) 两 式 ,得 
aW _ 95 和 
和 
aW aS 
i 5.9.12 
a E : 
Be or A 


上 式 中 的 第 二 式 显 含 1, 是 运动 积分 ,可 用 以 求 出 运动 规律 ;第 三 组 (s-1) 个 方程 称 为 几何 积 


名 ”如 为 不 稳定 约 东 , 则 只 需 以 A 代 E 即 可 . 余 不 变 . 
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分 ,可 用 来 确定 轨道 ,而 第 一 组 * 个 方程 则 可 用 来 确定 广义 动量 p.. 由 此 可 见 ,正则 方程 的 优 
越 性 在 于 利用 哈 - 雅 方程 后 ,所 得 的 结果 十 分 普遍 ,可 同时 得 出 运动 规律 ,轨道 及 动量 ,这 是 
拉 格 朗 日 方程 所 不 及 的 . 

在 具体 问题 中 , 式 (5.9.3) 并 不 一 定 就 能 立即 分 成 像 式 (5.9.10) 那样 很 简易 的 形式 . 而 
是 要 采用 逐步 分 离 的 办 法 来 进行 . 我 们 现在 就 来 介绍 这 种 方法 . 

设 在 哈 - 雅 方 程 中 只 有 某 一 坐标 4， 和 它 相对 应 的 微 商 足以 某 种 形式 的 组 合 r( 4 的 
形式 出 现 ,其 它 坐 标 (或 时 间 ) 和 它们 的 微 商 依旧 ,也 就 是 说 ,方程 (5.9.3) 具 有 如 下 形式 : 


(i) =0 
oar’og’” "dq "0g" ‘9g, O\ Yoq, 


[oa gr 


(5.9.13) 
在 这 种 情况 下 ,我 们 将 寻找 下 列 形式 的 解 : 
EA (5.9. 14) 
把 它 代 入 式 (5.9.13) 中 , 便 得 到 
oe 
(5.9.15) 


如 解 式 (5.9. 14 ) 为 已 知 , 则 把 它 代 人 式 (5.9.15) 后 , 式 (5.9.15) 就 变 成 恒等式 ,而 这 一 恒 等 
式 在 9 为 任何 值 时 都 是 正确 的 . 但 当 9, 变化 时 ,只 有 函数 p 可 能 变化 . 因此 式 (5.9. 15 ) 的 恒 
等 性 ,要 求 p 本 身 必 须 是 个 常数 , 故 得 


3 a, 
| (5.9.16) 


2 人 (ea， 9 


式 中 a 是 常数 . 上 面 的 第 一 个 方程 是 常 微 分 方程 ,函数 5,( 9,) 可 由 它 经 过 简单 的 积分 求 出 
剩 下 的 第 二 个 方程 ,虽然 还 是 偏 微分 方程 ,但 其 中 和 独立 变量 的 数目 已 经 减少 了 一 个 . 

如 继续 运用 这 种 方法 ,能 够 分 离 出 所 有 的 坐标 和 时 间 ,那么 求 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微分 方 
程 的 解 就 全 部 化 为 求 积 了 . 

循环 坐标 的 情况 .可 以 说 是 分 离 变 量 法 的 特殊 情况 . 循环 坐标 9, 不 显 含 在 哈密 顿 函数 H 


中 ,因而 也 就 不 显 含 在 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微 方程 中 ,这 时 函数 | 
(5.9.16) 中 的 第 一 式 , 很 容易 得 出 


$5, = aigi， 
于 是 5 = aqs + S(t3g11% gin gn sg ) (5.9.17) 
由 (5.9.12) 中 的 第 一 式 , 知 u = 全 = 是 和 循环 坐标 9 相对 应 的 广义 动量 . 对 保守 系 来 讲 ， 


dg; 
把 时 间 分 离 成 -Et 的 形式 ,也 是 对 “循环 变量 "t 的 分 离 方 法 . 由 此 可 见 ,哈密 顿 - 雅 可 比 理论 是 
求 正则 方程 普遍 积分 最 有 效 的 方法 
为 了 在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 能 够 分 离 变 量 , 适 当地 选择 坐标 系 具有 决定 性 的 意义 . 现 
在 举 几 个 常用 的 坐标 系 ,它们 和 质点 在 各 种 不 同 外 场 中 的 运动 问题 有 关 , 因 此 具有 明显 的 物 
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理 意义 . 
1. 球 坐 标 
在 $5.5 中 ,我 们 已 用 了 球 坐 标 (r,9,8) 来 研究 电子 的 运动 问题 . 动能 7 已 用 p,9 表 出 ， 
它 是 
2 2 
7 
而 在 一 般 情况 下 ,具有 物理 意义 的 势能 可 表 为 


Wen 0 
5 


在 这 种 情况 下 ,函数 多 的 哈 - 雅 方 程 是 


: 2 2 
友 () 0 (9) +2me0] re) -=e 人 
因为 是 循环 坐标 , 故 所 求 的 解 具有 下 列 的 形式 : 
S$S=-Et+pp+ W,(r) + WwW,(0) 
对 于 函数 W(r) 和 W,( 9) ,我 们 得 到 下 列 两 个 方程 : 


(加 ) + 2mb(0) + 


sin 


(5.9. 19) 


积分 这 两 个 方程 ,最 后 可 得 
Bitp,p :Ve - 2mb(0) - Ls do + J ante -alr) -dr (5.9.20) 
sin 0 六 
式 中 心 .as .6 是 积分 常数 . 利用 式 (5.9.12) ,我 们 就 可 以 求 出 运动 方程 的 普遍 积 分 . 
2. 抛物 线 坐标 
从 柱 坐 标 (r,6,z) 变换 到 抛物 线 坐标 (#,,6) ,我 们 可 根据 下 列 公式 
:= 二 (ED) r= VE (5.9.21) 


来 进行 . 坐标 和 可 取 0 到 om 的 一 切 值 ,而 # 和 ?等 于 常量 的 曲面 是 两 族 以 z 轴 为 对 称 轴 
的 旋转 抛物 面 . 
在 柱 坐 标 中 ,质量 为 m 的 质点 的 拉 格 郎 日 函数 工 为 


L = Fm r+) ~ Vr,0,2) (5.9.22) 


从 式 (5.9.21) 中 求 出 上 、: ,然后 连同 rz 本 身 的 表达 式 , 代 和 人 式 (5.9.22) 中 ,就 得 到 


Pentet )( 生 + 开 ) + ine 六 VC) (5.9.23) 
8 7 € 可 2 nn 7, 9 
动量 为 
Ll . 
pe = 时 = 全 ($+) 由 


97n 
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aL 
p= =mn0 
30 
而 哈密 顿 函数 有 则 为 
2 tpt + ps 


HT+tV ee + V(E,n,0) (5.9.24) 
在 这 种 坐标 系 中 ,物理 上 有 意义 的 分 离 变 量 的 情况 相应 于 下 列 形式 的 势能 : 
7 = 2 人 +6(9) (5.9.25) 
Et 


he 生效 二 的 险 雅 方程 为 


aW (到 1 _ 18aWN a(é) +6(T) 
a [< 20) + 加 ] + 0 
和 以 前 一 样 ,9 是 循环 坐标 ,可 以 p9 的 形式 分 出 , 故 所 求 的 解 具有 下 列 的 形式 : 

S =- E+p0+ W(é) + W,(n). 


用 m(&+n) 乘 式 (5.9.26), 则 对 函数 WF,(€) 和 WW,(n) ,我 们 有 


2 号) +ma(é) -m+ 各 = 


2 (5.9.27) 
dw,) Ss Pe 
2( 全) + mb(9) ~ mEn + 2 = -os 
积分 这 两 个 方程 ,最 后 可 得 
S = -Erpgtj 学 + 全 -中 生 -接替 + 
a mbln) pr 
后 mb(n) pe 
| = 下 2 (5. 9. 28) 
式 中 a, .Ep 是 任意 常数 . 
3. 椭圆 坐标 
从 柱 坐 标 变换 到 椭圆 坐标 (上 ,7,6) 的 变换 关系 是 
r=oVE -TU -7n), := ob (5.9.29) 


式 中 常数 是 变换 参量 . 坐标 的 数值 可 以 从 1 到 % ,而 坐标 7 的 数值 则 从 -1 到 +1. 
在 势能 VV 为 
v= 0 +h) (5.9.30) 
r=. 
的 情况 下 ,可 用 分 离 变 量 法 求 出 哈 - 雅 方程 的 解 . 因 和 前 面 所 讲 的 方法 完全 一 样 ,所 以 我 们 只 
写 出 最 后 的 结果 : 


ee 2 2 Re ee 1 1 2 
-me -e+ pt (Et) + 


ee (5.9.31) 
| 
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二 2 
S = -E+p0+| Vr- 


2ma™b py 
J ners -ee Dy 
1-7 =) 


(5.9. 32) 
式 中 ps\E .a 是 任意 常数 . 至 于 详细 的 运算 过 程 ,读者 可 自行 完成 . 

[ 例 ] 电子 的 运动 ” 设 电荷 为 -e 的 电子 , 绕 电荷 为 Ze 的 原子 核 旋转 ,试用 哈 - 雅 方程 求 
电子 的 轨道 方程. 

[ 解 ] 本 问题 在 8$5.5 的 例题 中 ,已 经 用 正则 方程 求 出 电子 的 运动 微分 方程 . 但 如 要 求 
轨道 方程 , 则 还 要 像 $1.9 中 所 讲 的 那样 ,要 由 比 耐 公式 或 由 能 量 积分 才能 求 出 . 此 处 如 用 
哈 - 雅 方程 , 则 可 由 它 直接 求 出 轨道 方程 ,还 可 同时 求 出 广义 动量 和 运动 规律 . 所 以 是 一 个 较 
好 的 解 题 方法 . 

在 §5.5 中 ,我 们 是 先 用 球 坐标 来 解 题 的 . 但 在 解 题 过 程 中 ,发 现 它 是 一 个 平面 问题 , 故 
只 需 用 平面 极 坐标 就 行 了 . 由 5.5 , 知 动能 7 和 势能 V 分 别 为 


ND 二 
= Tm + 0), V = (CD 
故 (2) 
而 (3) 
因 妃 中 不 显 含 4, 故 可 令 
5 =-E+Wr,0) (4) 
而 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微分 方程 则 取 式 (5. 9.8 ) 的 形式 : 
Law ， 11ayw\ ?| a 
下 [( 罗 ) 3) ] (5) 


我 们 可 用 分 离 变 量 法 来 解 (5) 式 . 令 WW(r,9)= W(r)+W,(9) ,于 是 


aW. 
元 = /2Emr + 2mar -rr es) a (6) 


这 样 ,就 分 开 了 变量 ,而 得 到 两 个 常 微分 方程 式 :中 


dW 

0 

dW, (全 
人 2ma oy 

/2+ 


前 者 告诉 我 们 动 重 矩 ( 广义 动量 )p 为 一 常数 ,而 9 为 一 循环 坐标 . 将 (7) 式 中 的 两 式 相 加 ,得 


- 
w=a0+| Sb (8) 
~ i 


四 令 式 (5.9.19) 中 的 6(0)=0,p。=c=0,a(7)= -他 , 亦 能 得 出 同样 结果 . 
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a 9 

而 据 式 (5. 9. 12)， Fe (9) 
352. 10 

oa 请 (10) 


由 (9) 式 可 求 运动 规律 ,我 们 留 给 读者 自行 计算 . 由 (10) 式 及 (8) 式 则 得 


0 一 (11) 
ra + 2mnar + 2mEr 

这 个 积分 和 $ 1.9 中 求 行星 轨道 时 的 积分 极为 类 似 , 故 根据 该 处 所 给 出 的 公式 进行 积分 后 ， 
得 


二 =- 踊 +，/2 + 人 23eoolo-p(p =-- 王 (12) 
7 a a 2 
oa /ma 


» 1 /i econo -Bi)] 
这 也 是 圆锥 曲线 方程 ,与 式 (1.9. 23) 相 仿 . 此 圆锥 曲线 的 偏心 率 e 为 
2Ea! 


过 
ma 


这 表明 轨道 是 椭圆 ,抛物 线 或 双 曲线 , 依 s 小 于 .等 于 或 大 于 零 而 定 . 
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我 们 现在 对 5.9 中 所 介绍 的 方法 加 以 引申 ,使 其 更 适宜 于 解 周 期 运动 这 一 类 问题 . 设 
哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微分 方程 中 的 变量 已 分 离 , 则 由 式 (5.9.2) ,我 们 有 


(13) 


e= 1+ 


pi = = [ga ea) (i= 1,2,,s) 
现 定义 与 广义 坐标 9, 共 元 的 相 积 分 JD , 即 
1 = fo, dgs = gao (5.10.1) 


上 式 积分 号 上 的 圆圈 ,表示 就 一 个 周期 进行 积分 . 

因 我 们 现 研究 的 限于 周期 运动 , 故 9 一 般 代 表 某 一 角度 . 如 9 为 循环 坐标 , 则 p, 为 党 
数 . 而 上 述 积分 的 极限 为 从 0 到 2". 如 9q, 不 是 循环 坐标 , 则 应 对 g, 的 周期 积分 . 例如 ,如 9, 为 
椭圆 运动 的 和 撩 径 ", 则 其 值 由 近日 点 的 mm 逐渐 增加 到 远 日 点 的 7, ,然后 又 逐渐 减 小 到 nm , 故 函 
数 / 具 有 下 列 形式 : 

fe (5.10.2) 

式 中 a 为 常数 ,而 / 即 式 (5.10.1) 中 的 /, 因 这 时 i=1. 从 式 (5. 10.2) 可 以 看 出 ,p, 仅 当 -在 极 
限 7 及 7, 之 间 始 为 实数 . 此 处 当 r 增 加 时 , 根 号 前 取 正 号 ,而 当 r 减 小 时 , 根 号 前 取 负 号 ,以 使 
p,dr 恒 为 正 . 


人 @ “7 的 量 网 是 能 量 x 时 间 , 与 §5.7 中 主 画 数 | Ldt 相同 . 
1 
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积分 式 (5. 10.1) ,得 


J = (a 02,0,) 人 = 1,2,.…,s) (5.10.3) 

我 们 岂可 用 /来 表示 a, 即 
@ = oJ ,),) (k = 1,2,.%,s) (5.10.4) 

而 式 (5.9.4) 则 可 改写 为 
S = S(t3q91,920°" ,9 3 )) +C (5.10.5) 

利用 式 (5.9.7) 及 式 (5.9.12) ,并 令 a =E, 则 可 得 
aW(gqD) _ TT 98(9qJ) aa _ da aa da, 

ee 这 5 10.6) 


式 中 BA(i=1,2,…,s) 为 常数 ,而 B, 则 相当 于 式 (5.9.12) 中 的 -4. 
因 a 对 了 的 微 商 为 常数 , 故 式 (5. 10.6) 的 右 方 为 上 的 线性 函数 . 把 W(9,J) 简 写 为 W, 则 


ts (i = 1,2,.,5) (5.10.7) 
式 中 必 m29 = 中, 而 8 是 常数 . 因 外 对 /的 做 商 是 0,0,…,4, 及 1 的 函数 , 故 
qe go (5. 10.8) 


由 于 a, = 上 为 系统 的 总 能 量 , 故 可 写 为 相 积分 /的 函数 , 即 
E=E(J,,J,,).) 


此 外 ,在 式 (5. 10.7) 中 , 令 弛 =w, 则 
wi = wt+6, (t= 1,2,..,s) (5.10.9) 
因 避 ,=w,, 而 6=a, 故 


8) (5.10.10) 


另外 , 因 忆 不 是 w) ,w,， 


TE i (5.10.11) 


这 是 因为 上 式 两 侧 均等 于 零 . 可 以 看 到 , 式 (5.10.10) 和 (5.10.11) 一 起 正好 与 正则 方程 
(5.5.15) 具 有 相同 的 形式 ,E 像 # 一 样 代表 总 能 量 ,J 代 蔡 动量 ,而 w 则 代替 坐标 . 故 它们 也 
是 一 种 正则 变换 , 即 把 P ,p,，…,p,;9,,9: ,… ,9, 换 成 参数 J ,J yw sa an 


前 面 已 经 讲 过 .E 是 体系 的 总 能 量 , 而 /的 量 纲 是 能 量 x 时 间 , 帮 中 是 时 间 倒数 的 量 纲 ， 
而 由 式 (5. 10. 10) 及 式 (5. 10.9) , 知 w; 也 必定 是 时 间 倒 数 的 量 纲 . 为 了 更 加 明确 起 见 , 让 我 
们 计算 当 9, 增加 一 个 周期 之 值 时 所 导致 w, 的 增加 . 为 此 可 计算 paw, 之 值 : 


a a 


ow 
= = dq; = $dg, = od 
Au jw， Ed ql 9 = BFP og 
9 
F 2 
= {5.10. 12) 


由 此 可 见 , 当 9, 经 过 一 个 周期 回复 到 原 有 之 值 时 ,w, 增加 1 ,而 所 有 其 它 的 w 均 保持 不 
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变 . 因此 ,9, 是 w; 的 周期 函数 ,其 周期 为 1, 而 w; 则 因 是 时 间 倒 数 的 量 岗 ,所 以 是 运动 的 真正 


基本 频率 (不 是 角 频 率 ). 如 
9i = asin2mu， = asin27( wt + 6,) (5. 10. 13) 
当 w; 增加 1 时 ,q; 回复 其 起 始 值 . 由 于 这 种 性 质 ,w 必 为 无 量 纲 的 量 , 亦 即 代表 角度 ,所 以 我 
们 把 所 有 的 wj(i=1,2,，…,s) 叫 做 角 变 数 , 它 是 相 积分 J, 的 共 轿 变数 
现在 让 我 们 回来 研究 $ 5.9 的 电子 运动 问题 中 的 相 积分 与 基本 频率 . 由 该 例题 中 的 (7) 
式 ,并 根据 本 节 中 所 给 出 的 符号 ,我 们 有 


也 各 ， db = 和 de = 2man 《5.10.14) 
人 各 十 [InEr + 3mar ardr (5. 10. 15) 


式 (5. 10. 15) 的 积分 ,可 由 标准 积分 表 查 出 . 至 于 7 的 积分 限 ,对 椭圆 运动 ,为 由 7, 到 7,,r, 及 
户 , 又 为 2mEr+2mar-a3 =0 的 根 . 积分 后 ,整理 得 


Dn (5.10.16) 


V2nE 
从 式 (5. 10. 14) 及 式 (5. 10. 16) 中 消去 es ,并 解 出 ,得 


E(J,,),) (5.10.17) 


其 基本 频率 为 
A (5. 10. 18) 


因此 两 基本 频率 相同 ,故此 系统 称 为 简 并 系 . 把 式 (5.10.14) 中 的 a, 及 式 (5.10.17) 中 
的 EE 代入 5.9 例题 中 的 (13) 式 ,得 其 偏心 率 为 


(5. 10. 19) 
恒 小 于 1, 证 实 了 前 面 所 作 的 假定 . 
仿照 式 (1. 9. 29) ,如 椭圆 轨道 的 半 长 轴 为 a, 则 
24 =- 入 = 和 (5.10.20) 


如 自 (5. 10.20) 及 (5. 10. 18 ) 两 式 中 消去 J,+J,, 则 得 


1 
WM ime (5. 10.21) 


对 于 行星 运动 来 讲 ,局 m=a, 故 频率 的 倒数 , 即 周 期 > 为 


2ma 
T= 一 


k 


($5. 10. 22) 


这 个 结果 和 式 (1.9.27) 是 一 致 的 . 

式 (5. 10. 17) 用 相 积分 J, 和 J。 来 表示 能 量 , 它 的 重要 性 从 玻 尔 原子 理论 中 提出 的 量子 
化 条 件 可 以 看 出 来 . 他 认为 原子 定 态 的 J, 和 J, 都 只 能 是 普 朗 克 常 数 h(h=6.606 20x10-*J. 
s) 的 整数 倍 , 即 
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J mh, Jo=nh (n,n, = 0,1,2,.) (5. 10.23) 
式 中 心 叫做 径 量子 数 ,n, 叫做 角 量 子 数 . 于 是 ,由 式 (5. 10. 17) 知 能 量 E 也 是 不 连续 的 , 即 
= 2 me 2 me (5. 10. 24) 
Ca tn) nh 


式 中 n=n,+n 叫做 总 量子 数字 但 玻 尔 原子 理论 只 能 解释 少量 的 实验 结果 ,直到 十 年 以 后 
1924 年 , 德 布 罗 意 提 出 了 微观 粒子 具有 波 粒 二 象 性 后 ,一 个 描写 微观 粒子 运动 规律 的 学 
科 一 一 量子 力学 才 逐 渐 建立 起 来 ,弥补 了 玻 尔 理论 的 不 足 , 并 成 为 近代 物理 学 中 一 个 最 基本 
的 理论 . 


“$5.11 刘 维 尔 定理 


用 本 章 所 介绍 的 分 析 力 学 的 方法 来 解 宏 观 机 械 运动 这 类 问题 ,有 时 并 不 一 定 就 比 牛 顿 定 
律 更 为 简便 . 但 它 是 从 较 高 的 观点 来 处 理 问 题 , 也 为 从 经 典 物 理 转 入 近代 物理 打下 必要 的 
基础 

在 经 典 力学 中 ,我 们 可 以 从 已 给 的 起 始 条 件 , 由 运动 方程 决定 系统 以 后 的 运动 . 但 对 复杂 
系统 来 讲 , 这 种 准确 解 却 常常 无 法 获得 . 例如 ,如 一 容器 中 含有 10” 个 气体 分 子 ,显然 无 法 对 
它们 的 运动 一 一 加 以 确定 ,特别 是 它们 起 始 条 件 ,我 们 也 不 能 完全 了 解 . 我 们 可 知 在 w 时 一 
定 质量 的 气体 所 具有 的 能 量 ,但 不 能 决定 每 一 个 气体 分 子 的 起 始 坐 标 与 起 始 速度 . 统计 力学 
与 此 相反 , 它 并 不 要 求 含有 大 数目 粒子 系统 的 完全 解 ,而 只 要 判断 大 数目 全 同系 统 运动 的 平 
均 性 质 ,这 种 全 同系 统 按 统计 力学 的 说 法 ,叫做 系 综 . 

我 们 知道 : 哈密 顿 正则 方程 是 用 2* 个 独立 变量 p。、9。( a=1,2,…,s) 来 描写 自由 度 为 s 
的 力学 体系 的 运动 问题 . 而 2* 个 这 种 变量 则 组 成 2* 维 相 宇 中 的 一 个 代表 点 , 相 宇 中 每 一 个 
点 对 应 于 系 综 中 某 一 个 力学 体系 的 运动 状态 . 当时 间 改 变 时 ,力学 体系 的 运动 状态 改变 ,因此 
代表 点 将 在 相 宇 中 运动 , 它 的 运动 轨道 , 则 由 正则 方程 (5. 5.15) 唯 一 地 确定 . 所 以 当 力 学 体 
系 从 不 同 的 起 始 状态 出 发 而 运动 时 ,在 相 宇 中 的 代表 点 就 沿 着 不 同 的 轨道 运动 . 这 些 不 同 的 
轨道 组 成 一 群 互 不 相交 的 相 轨 道 . 因为 通过 相交 的 代表 点 . 就 将 有 两 个 不 同 的 相 轨 道 , 而 这 是 
不 可 能 的 . 

若 我 们 研究 的 对 象 是 大 数目 质点 (分子 ) 所 组 成 的 力学 体系 ,就 必须 用 统计 方法 来 处 理 ， 
刘 维 尔 定理 就 是 其 中 之 一 . 

刘 维 尔 定理 ”保守 力学 体系 在 相 宇 中 代表 点 的 密度 ,在 运动 过 程 中 保持 不 变 . 

这 个 定理 中 所 说 的 代表 点 ,是 指 同一 力学 体系 在 不 同 的 起 始 状态 所 构成 的 不 同 的 代表 
点 ,它们 各 自 独 立地 沿 正则 方程 所 规定 的 轨道 运动 . 当 这 代表 点 由 相 宇 中 的 一 个 区 域 开始 运 
动 , 在 一 定 的 时 间 以 后 ,将 移 到 另 一 区 域 . 刘 维 尔 定理 说 ,在 新 区 域 中 ,代表 点 的 密度 ,等 于 在 
出 发 区 域 中 的 密度 . 

设 相 宇 的 “ 体 元 "dr 为 


dr = dg,dg,…dg,dp, dp,…dp, (5.11.1) 


四 参看 原子 物理 学 方面 有 关 章节 . 
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如 在 此 * 体 元 "中 代表 点 的 数目 为 dN, 代 表 点 的 密度 为 p, 则 


dN = pdr (5. 11.2) 
在 最 普遍 的 情况 下 .密度 随时 随地 不 同 , 故 p 应 为 p(p,9,t) 的 函数 , 即 
Pp = p(tsq1 .92 9,3p1 pa sp,) (5.11.3) 
至 于 p 的 变化 率 则 显然 等 于 
于 闻 + 二 (名 9。 总 刀 ) (5.11.4) 


a 
为 了 证 明 刘 维 尔 定理 ,让 我 们 来 考虑 代表 点 的 运动 怎样 引起 密度 p 的 改变 . 考虑 一 个 固 
定 在 相 宇 中 的 “ 体 元 "dr ,dr 的 表达 式 由 式 (5. 11.1) 给 出 , 它 是 由 下 列 各 “曲面 "所 组 成 的 : 
gags + dqosposps + dp。 (a = 1,2,,s) 
在 时 间 ;后 ,有 一 些 代 表 点 走出 这 个 “ 体 元 " ,而 另 一 些 代表 点 则 走 进 这 个 “ 体 元 " ,使 这 个 固 
定 “ 体 元 "中 的 代表 点 由 pdr 变 为 


of 
(e + 名) dr 
即 增加 了 
d(dN) = 如 drdr (5.11.5) 

男 一 方面 ,我 们 也 可 从 代表 点 在 运动 中 出 人 这 个 固定 “ 体 元 "的 边界 的 数目 来 计算 在 dt 
时 间 内 代表 点 的 增加 数 . 先 考 虑 通过 一 对 “曲面 "g。、9。+dq。 进出 dr 代表 点 的 增加 . 把 * 体 元 ” 
dr 的 表达 式 (5. 11.1) 改 写 为 

dr = dA, dq, “dqa-idqoe dg, dp 和 dp) 

在 di 时 间 内 通过 d4。 进入 dr 的 代表 点 位 于 一 个 “ 柱 体 " 内 ,这 “ 柱 体 " 的 “ 底 "为 44,, 高 
为 9。dt,9。 为 相 空间 中 代表 点 垂直 于 曲面 9。 的 速度 分 量 . 故 在 di 时 间 内 通过 曲面 4, 进入 
dr 的 代表 点 数 为 


[o9dtd4。] 
同 理 ,在 dt 时 间 内 通过 "曲面 "q。+dq。 而 离开 dr 的 代表 点 数 则 为 
fpgudtd4s]w + dg。= [(og)， + 让 (oz.)do.] dtd4。 
两 者 相 减 , 得 通过 这 一 对 * 曲 面 "9。 及 9.+d9。 进入 dr 的 代表 点 的 净 增 加 数 为 


~ (ps) dg, didh。= ~ oP9e) grar 
994。 。 
同 理 , 知 在 dt 时 间 内 通过 一 对 “曲面 "p。 及 户 +dp。 进入 dr 的 代表 点 的 净 增 加 数 为 


_9 
2pPo) qr 


把 上 面 两 式 相 加 ,并 对 a 求 和 , 则 得 在 d 时 间 内 由 于 代表 点 的 运动 , 穿 过 dr 的 边界 进入 dr 
的 代表 点 的 净 增 加 数 , 它 也 是 式 (5. 11.5) 中 的 d(dN) , 即 


d(dN) 二 二 区 ee ,ep2e)] didr (5.11.6) 
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令 (5.11.5) 及 (5. 11.6) 两 式 相等 ,并 消去 dtdr, 得 


Sp, SNe) ,aopo)] -0 tT 
a tl oq, ap。 
把 式 (5. 11.7) 代 入 式 (5. 11.4) ,并 稍 加 整理 ,就 得 到 
Ly EA 1 
rn 0 
利用 $5.5 中 的 式 (5.5.15) , 式 (5.11.8) 即 可 简化 为 
pom aa -ol| 
医 加 WA | | 人 


这 就 是 刘 维 尔 定理 , 即 保守 系 的 代表 点 在 相 宇 中 运动 时 ,密度 p 不 随时 间 变 . 
由 式 (5. 11.4) 及 式 (5.5.15) ,我 们 又 可 以 把 刘 维尔 定理 表示 为 


妈 ,六 (卫衣 p38) -0 | 
交合 让 让 | Se 


如 再 利用 式 (5. 6.4) ,我 们 可 用 泊 松 括号 把 刘 维尔 定理 简写 为 


&rte ro | (5S.11.11) 


ot 


这 是 刘 维 尔 定理 的 另 一 种 数学 表达 式 , 它 是 一 群 代表 点 所 遵循 的 运动 方程 . 
根据 刘 维 尔 定理 ,可 以 推 知 相 宇 中 的 代表 点 在 运动 中 没有 集中 或 分 散 的 倾向 ,而 保持 原 
来 的 密度 不 变 . 如 果 起 始 时 刻 代表 点 的 密度 是 均匀 的 ,那么 在 任何 时 刻 密度 都 是 均匀 的 . 


当 系统 的 系 综 处 于 统计 平衡 时 ,在 相 宇 中 的 给 定点 的 密度 将 不 随时 间 变 化 , 即 2 = 0， 由 


式 (5.11.11) , 知 统计 平衡 条 件 可 表示 为 
[pH =0 (5.11.12) 
刘 维 尔 定理 是 2* 维 相 空间 中 的 定理 ,在 * 维 位 形 空间 中 并 不 存在 类 似 的 定理 . 刘 维尔 定 
理 是 统计 力学 中 的 一 个 基本 定理 . 由 此 可 再 一 次 说 明 , 以 p.9 作为 独立 变量 的 哈密 顿 正则 方 
程 , 比 只 以 广义 坐标 9 作为 独立 变量 的 拉 格 朗 日 方程 更 为 有 用 . 


小 结 


1. 约束 的 类 别 与 广义 坐标 

1. 约束 的 类 别 

a 稳定 约束 与 不 稳定 约束 一 一 由 几何 约束 方程 中 是 否 显 含 时 间 4 而 定 . 不 含 1 的 为 稳定 
约束 , 含 : 的 则 为 不 稳定 约 东 . 

b， 可 解约 束 与 不 可 解约 束 一 一 由 约 东 方程 能 否 用 等 式 就 足以 表示 而 定 . 除 等 式 外 还 需 
要 用 不 等 式 来 表示 的 是 可 解约 束 , 用 等 式 就 足以 表示 的 是 不 可 解约 束 . 

< 几何 约束 与 微分 约束 一 一 由 约束 方程 中 是 否 含有 速度 投影 而 定 . 凡 只 含有 坐标 和 时 
间 的 是 几何 约束 ,而 同时 含有 坐标 ,时间 和 速度 投影 的 是 微分 约束 ,又 叫 运动 约束 . 
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d， 凡 只 受 几何 约束 的 力学 体系 叫 完整 系 , 凡 同 时 受 有 几何 约束 与 微分 约束 的 力学 体系 
或 受 有 可 解约 束 的 力学 体系 都 叫 不 完整 系 . 

2. 广义 坐标 与 自由 度 

对 完整 系 而 言 ,力学 体系 由 于 约束 的 存在 而 使 独立 坐标 数 减少 . 这 些 独 立 坐 标的 数目 叫 
力学 体系 的 自由 度 . 用 来 表示 这 些 独立 变量 的 参数 则 叫 广 义 坐 标 , 通 常用 9 表示 , 它 不 一 定 是 
长 度 ,可 以 是 角度 或 其 它 物理 量 . 

五 。 典 功 原理 

1. 实 位 移 与 虚 位 移 

a 实 位 移 一 一 质点 由 于 运动 实际 上 发 生 的 位 移 (由 于 时 间 :发 生变 化 所 致 ). 

b. 虚 位 移 一 一 想象 中 可 能 发 生 的 位 移 ,决定 于 质点 所 在 的 位 置 及 加 于 其 上 的 约束 
(8t=0). 

2， 理 想 约束 一 一 诸 约 束 反 力 在 任意 虚 位 移 上 所 作 的 虚 功 之 和 为 零 时 的 约束 为 理想 约束 


( 六 R,. 57,=0) . 交 清 面 .光滑 曲线 , 光 清 匀 链 .刚性 丁 , 不 可 伸 长 的 绳 等 都 是 理想 约束 , 


3， 虚 功 原理 
a 力学 体系 如 受 个 外 力作 用 而 平衡 , 则 对 理想 .不 可 解约 束 来 讲 , 此 n 个 外 力 所 作 的 
虚 功 之 和 等 于 零 , 即 


8W= 了 Par=0 
b， 利 用 虚 功 原理 不 能 求 约束 反作用 力 ,但 用 未 定 乘 数 法 可 求 . 
亚 ， 拉 格 朗 日 方程 (只 限于 完整 系 ) 
1， 变 换 方程 7,=r,(g,,9;,… .9.10) (i=1,2,…,n) , 式 中 g,,9;,…,9, 为 力学 体系 的 广义 
坐标 . s=3n-k,k= 约 束 度 ,s= 自 由 度 . 
2， 基 本 形式 的 拉 格 朗 日 方程 


杂 芝 ) -站 = 0 (= 1,2,53) 


式 中 7 为 体系 的 动能 .8 为 广义 动量 ,0。 为 广义 力 . 
99 。 
3 保守 系 的 拉 格 明 日 方程 (最 常用 ) 
d/o a 
了 其 =0 (es 12,3.,s) 
式 中 L=7-V(V 为 体系 的 势能 ) 称 为 拉 格 朗 日 函数 . 
4. 循环 坐标 一 一 如 /中 不 显 含 某 一 耸 标 4.,9, 就 叫 循环 坐标 . 有 一 循环 坐标 , 则 
2 = = 常数 
09 
即 有 一 对 应 的 积分 ,因此 问题 可 简化 . 
5 能 量 积分 与 广义 能 量 积分 
如 拉 格 并 日 函数 不 显 含 时 间 , 则 稳定 约束 在 保守 力 系 作用 下 ,可 由 拉 开 方程 得 出 能 量 积 
分 T+Y= 忆 ;但 如 为 不 稳定 约束 , 则 只 能 得 广义 能 量 积分 7,7,+V=hh 
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RM 多 自由 度 力学 体系 的 小 振动 (不 计 盟 尼 ) 
1. 在 广义 坐标 系 中 的 平衡 方程 

a 0.=0 (a=1,2,3,.,s) 

b. 如 为 保守 力 系 , 则 0。= -=0 (as1.2，) 


2. 平衡 位 置 附近 的 小 振动 

a 和 如果 在 平衡 位 置 处 势能 有 极 小 值 , 则 系统 在 该 处 受 微 护 后 将 作 复杂 的 无 阻尼 振动 , 平 
衡 是 稳定 的 . 如 在 平衡 位 置 处 势能 有 极 大 值 , 则 小 运动 可 逐渐 变 为 大 运动 ,平衡 是 不 稳定 的 . 

b 振动 方程 一 一 先 将 动能 7 中 5。5s 前 的 系数 及 势能 Y 的 表示 式 在 平衡 区 域 附近 展开 ， 
并 只 保留 前 一 项 . 取 平 衡 位 置 时 的 势能 为 零 , 则 由 拉 氏 方程 , 知 体系 在 平衡 位 置 附近 的 运动 微 
分 方程 为 

Das kad =0 (a=1,2,.,s) 

六 
式 中 ou 及 cu 等 都 是 常数 . 这 方程 的 解 是 一 系列 简 谐 运动 的 玲 加 , 简 谐 运动 的 频率 称 为 简 正 
频率 上 .ww 的 数目 和 体系 自由 度 的 数目 相同 . 

%. 简 正 坐 标 一 因 动 能 是 正定 的 , 故 总 可 以 经 过 一 个 线性 变换 ,使 了 和 了 同时 变 成 正则 
形式 , 即 没有 相 乘 的 项 ,这 样 的 坐标 叫 简 正 坐 标 . 每 一 简 正 坐 标 都 作 单一 频率 的 简 谐振 动 ,而 
原 有 坐标 则 作 复杂 的 振动. 

V .哈密 顿 正则 方程 

1， 勒 让 德 变换 

以 2 = -3 当 作 一 个 变量 , 记 为 p., 叫 做 广义 动量 . 该 式 表示 由 4.， 

99。 99。 
9 sw(a=1,2,…,s) 到 pqg。 的 变换 ,这 时 , 拉 氏 函数 /也 相应 变 为 哈密 顿 函数 #1, 日 
LE 

这 里 所 运用 的 变换 就 是 勒 让 德 变 搞 . 

2， 正则 方程 
下 

人 

3， 如 为 保守 力 系 , 且 约 束 是 稳定 的 , 则 JH=T+V=E. 
4. 循环 积分 与 能 量 积分 
a 循环 积分 一 HH 中 不 显 全 某 个 q,, 则 对 应 的 p, 即 为 常数 . 
b， 能 量 积 分 一 一 # 中 不 显 含 1, 则 H=E( 稳 定 约束 ) 或 术 =h( 不 稳定 约束 ). 
VI， 泊 松 括号 与 泊 松 定理 
1.， 泊 松 括号 

[pi 四 = ST (ea .ap a 
a [9,h] (2 3 叫做 泊 松 括号 . 
,9:,… 9. 中 =C 是 正则 方程 的 运动 积分 , 则 


(a = 1,2,..% ,8) 
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ap | 
2 H]=0 
or + [Psh] 


反之 亦 然 . 

2. 泊 松 定理 

如 p=Ci, 由 =Cs 是 正则 方程 的 两 个 积分 , 则 [w, 少 ] = C, 也 是 正则 方程 的 积分 . 但 通常 只 
能 给 出 原 有 积分 的 线性 组 合 或 者 恒等式 ,不 能 提供 新 的 积分 . 

好， 险 密 顿 原理 

1， 变 分 运算 的 几 个 法 则 

a， 变 分 符号 用 8 表示 , 它 和 微分 运算 有 许多 类 似 之 处 ,如 

5(A+B)= 5A+5B, 5(AB)= 45B+B54 

A B84-A5B 

-2 


和 d(8r)= 8(dr) 


hy 对 于 等 时 变 分 ( 即 81=0) 来 讲 ,8 与 全 的 先后 次 序 也 可 对 易 , 即 8( 守 ) = 名 (87). 


对 于 不 等 时 变 分 ,8 改 为 A, 但 A 与 多 的 先后 次 序 不 能 对 易 . 

2. 哈密 顿 原理 (保守 力 系 适 用 ) 

sf cr -dt = 0 或 5dt = 9. 哈密 顿 称 太 dt 为 主 函数 ,并 以 $ 表示 , 哈密 领 原 理 是 
用 变 分 法 求 稳定 值 的 办 法 ,从 一 些 约束 所 许可 的 轨道 中 挑选 出 真实 轨道 ,进而 求 出 运动 规律 
即 对 真实 轨道 来 讲 , 主 函数 5 具有 稳定 值 . 

骨 ， 正则 变换 

1 目的 -一 希望 通过 变数 变换 ,能 得 出 较 多 的 循环 坐标 ,以 使 问题 简化 . 


2 条件 一 六 (psdq。- Pad) + (4 一 加 由 = d0(9,0.0). 当 变量 由 P9 变 为 P,O 


时 , 姓 变 为 妖 ” ,如 能 使 上 式 成 立 , 即 dU(g,0,4) 为 一 恰当 微分 ,这 时 正则 方程 的 形式 不 变 ,这 
种 变换 叫 正则 变换 , 式 中 H” 为 用 新 变量 P,0,t 所 表示 的 “哈密 顿 函 数 ” ,而 U 则 叫 母 函数 . 
3， 如 变换 后 ,及 ”中 有 很 多 循环 坐标 ,问题 就 可 大 为 简化 . 
4. 其 它 形式 的 正则 变换 


a D(C- gdps -PadQ,) + (H* -AH)dt = dU,(p,0,t) 


b. 5 (pedg。 + QAdP.) + (有 -有 di = dU,(g,P,t) 

六 

© > (CdP。- qdp。) + (H° ~ H)d: = dU,(P,p,t) 
Er 


d4. 如 变换 方程 及 哈密 顿 函数 都 不 含 ,以 上 诸 式 的 (4" -月 ) dt 项 等 于 0. 
“区 . 哈密 顿 - 雅 可 比 理论 
1. 哈 - 雅 方程 


os 
a HA( 19 ET 
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叫 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微分 方程 . 


2. 如 S=S(004 0 9, yaa 0 ) +C 
是 从 上 述 哈 - 雅 方程 求 出 的 全 解 , 则 由 
二 Sp 
盖 =p (i = 1.2，…3) 


可 求 出 正则 方程 的 全 部 积分 . 
3， 如 为 稳定 约束 , 且 刀 中 不 显 含 *, 则 
S$S=-E+ Wg,,9.," 


gisE,ara, sa,) +C 
而 哈 - 雅 方程 变 为 
aW aW dW 
Aaa sg) = 
4. 分 离 变 量 法 
a， 在 某 些 情形 下 ,变数 可 分 离 而 成 常 微分 方程 组 , 即 
W= W(g) + W(g) + + W,(g,) 


哈 - 雅 方程 简化 为 
冯 4(9.)( +V(g9.) =a。 (aa = 1,2,..,s) 
于 是 由 
让 = 4 -4 可 求 运动 规律 ， 
= 有 Bi = 2,3,…,s) 可 求 轨道 ; 
亚 =- pli = 1,2,…,s) 可 求 动 


b. 在 许多 具体 问题 中 , 常 采用 逐步 分 离 的 办 法 来 进行 ,并 且 还 要 根据 外 场 的 情况 ,选用 
适宜 的 坐标 . 常用 的 坐标 有 球 坐标 ,抛物线 坐 标 和 椭圆 坐标 等 

“X” 相 积 分 与 角 变数 

1. 解 周期 运动 问题 时 , 常 引用 相 积 分 7 与 角 变 数 w 以 代替 动量 与 坐标 ,它们 的 定义 是 


= 知 ay,， wi (i = 1,2,.,s) 
2. 相应 的 正则 方程 这 时 变 为 
= 逆 ， ji = 站 (12) 


式 中 互 为 力学 体系 的 总 能 量 , 相 当 于 哈密 顿 函数 H. 
“XL” 刘 维 尔 定理 
1. 保守 力学 体系 在 相 宇 中 代表 点 的 密度 ,在 运动 过 程 中 保持 不 变 . 
2. 几 种 数学 表达 形式 


和 
a =0 


补充 例题 267 


Mp 5S 如 中 -如 二) 二 
和 2 ( 直 ap。 ap-89. 


pi[p,H]=0 
0. P+[p,H] 


补充 例题 


5.1 试用 拉 格 朗 日 方程 推出 $3.9 中 对 称 陀螺 的 三 个 第 一 积分 . 

[ 解 ] 用 拉 格 关 日 方程 解 比较 复杂 的 问题 , 常 比 用 牛顿 定律 为 便 , 特 别 是 拉 氏 函数 了 上 中 
含有 较 多 的 循环 坐标 时 就 更 为 简便 . 本 例 就 是 用 来 说 明 这 一 问题 的 . 

对 称 陀 螺 是 三 个 自由 度 的 问题 . 在 第 三 章 中 ,我 们 曾 用 三 个 欧 拉 角 g,9, 少 来 描述 它 的 运 
动 . 现在 ,我 们 仍然 用 这 三 个 角度 作为 描写 它 的 运动 的 三 个 广义 坐标 ,因为 它们 是 相互 独 
立 的 . 

解 这 类 问题 时 ,根据 第 三 章 中 的 讨论 ,总 是 要 选用 惯量 主轴 为 动 坐标 轴 , 才 能 使 惯量 系数 
都 是 常数 . 因 现在 我 们 所 研究 的 对 象 是 对 称 陀螺 , 故 如 取 对 称 轴 为 : 轴 , 则 三 个 主 转动 惯量 可 
用 ,4 及 1 表示. 由 式 (3.5.21) , 知 其 转动 动能 为 


T+) + 二 (1) 
如 果 把 式 (3,3.3) 中 的 w,,w, 和 w, 的 表达 式 , 即 欧 拉 运动 学 方程 代入 (1) 式 中 , 则 得 
T= Fh +sin'gg) + heos0G + 0h)? (2) 
而 由 图 3.9.3, 知 势能 V 为 
V = mgleosp (3) 
式 中 m 是 陀螺 的 质量 ,g 为 重力 加 速度 ,而 ! 则 为 陀螺 的 重心 6 到 定点 0 的 距离 ,参看 
图 3.9.3. 
有 了 动能 7 和 势能 V 的 表达 式 , 我 们 就 可 写 出 拉 格 朗 日 函数 : 


Em 二 + sin2g 人 2) + 二 4(eosg5 + 六 )? - mglcos0 (4) 
因 虐 中 不 显 含 p 和 由 , 即 p 和 乡 都 是 循环 坐标 , 故 由 式 (5.3. 19) ,得 


站 -simg$ +(cos05 + 这)cos0 = 常数 从 


. (5) 
一 =A(eosg9+y) = Ds = 常数 =B 


Cos + = } SS 
6 


lsin08 + Bcosg = a 


又 因 动 能 了 是 广义 速度 9 ,$ 及 少 的 二 次 齐 次 函数 , 故 能 量 积分 成 立 , 即 
T+V=E 
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二 1 + sin'g 8’) + 二 4(eosg5 + 人 2 + mglcosg = E 
或 1(0 + sin'0 8’) + = 2(E - mglcosb) (7) 


方程 (6) 及 (7) 就 是 对 称 陀螺 绕 固 定点 转动 的 三 个 第 一 积分 . 用 欧 拉 动力 学 方程 式 (3. 8.7) 虽 
然 能 够 得 出 同样 结果 ,但 运算 过 程 则 较 繁 . 

5.2 线 对 称 三 原子 分 子 的 振动 ” 设 两 个 质量 为 m 的 原子 ,对 称 地 位 于 质量 为 M 的 原 
子 的 两 侧 , 三 者 皆 处 于 一 直线 上 ,其 间 的 相互 作用 可 近似 地 认为 是 准 弹 性 的 , 即 相当 于 用 劲 度 
系数 为 上 的 两 个 相同 弹簧 把 它们 连接 起 来 . 如 平衡 时 ,MM 与 每 一 m 间 的 距离 均等 于 5, 求 三 者 
沿 连 线 振动 时 的 简 正 频率 . 


m M m 

XXXT XXX 

可 b 加 b 
补充 例题 5. 2 题 图 


[ 解 ] 由 图 知 , 若 以 水 平 轴 x 上 某 处 0 为 原点 ,系统 的 势能 V 为 


= 二 (e+ 二 (1 (1) 
而 动能 了 则 为 
7 = 二 (+ 站) + 二 (2) 
令 9 = 为 ，9q = 和 -0，9 = -2b (3) 
则 V0 +92 
(4) 
T= (5) 


本 问题 是 三 个 自由 度 的 问题 , 故 9 ,9; ,9, 就 是 本 问题 的 广义 坐标 ,把 (4) (5) 两 式 代入 
拉 格 朗 日 方程 式 (5.3.16) 中 ,得 
mH +hg, - hq, = 0 
M 9, — hg, + 2kqg, - kgs (6) 
my -kgs + hg, = 0 
我 们 现在 把 解 直接 写 为 正弦 函数 (余弦 函数 当然 也 可 以 ) ,而 不 像 以 前 那样 先 写成 指数 
函数 ,再 取 其 实数 部 分 ,这 当然 是 一 样 的 . 即 在 本 问题 中 , 设 (6) 式 的 解 ,具有 
qa = cosin(vt + e) (7) 
的 形式 , 则 把 它 代 人 (6) 式 后 ,得 
ci(E -~ ma) -ck+0=0 
— ck+e(2k -Mo ) -ck - (8) 


0-ck+c(kE-mo) =0 
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(8) 式 这 组 方程 有 异 于 零 解 的 条 件 是 系数 行列 式 等 于 零 , 即 


k-m 一 大 0 
—k 2k-My -k |=0 (9) 
0 下 
由 此 ,得 《有 -mm 有 2) (2k-My ) -2k(k-my? )=0 


(km)[(k- mr)(2k- My) - 28] = 0 
(km) (vimM - 2kmz - kMv*) = 0 
即 Pk- mr ) (vmM -2km —- kM) = 0 (10) 


得 
v=0, b= 庄 ， w= 应 (1+ 略 ) (11) 


这 就 是 我 们 所 要 求 的 三 个 简 正 频 率 . 请 读者 想 一 想 v=0 的 物理 意义 是 什么 ? 

5.3 轴 为 竖 直 而 顶点 在 下 的 抛物 线形 金属 丝 , 以 匀 角 速 w 绕 轴 转动 . 一 质量 为 m 的 小 
环 , 套 在 此 金属 丝 上 ,并 可 沿 着 金属 丝 滑动 . 试用 正则 方程 求 小 环 在 * 方 向 的 运动 微分 方程 . 
已 知 抛物 线 的 方程 为 **=4oy, 式 中 a 为 一 常数 . 

[ 解 ] 由 第 四 章 相对 运动 所 给 出 的 关系 , 知 小 环 沿 金属 丝 滑动 的 速度 v' 是 相对 速度 ,日 
2 = 这 ?+ 了 ”而 wv 的 方向 则 沿 着 抛物 线 上 PP 点 的 切线 方向 ,如 图 所 示 . 又 因 抛物 线形 金属 丝 
绕 y 轴 转 , 故 小 环 还 有 牵连 速度 wx, 垂 直 纸 面 , 故 洲 = ?+》?+w**x? ,而 动能 7 为 


补充 例题 5.3 题 图 
= (4 tw ] (1) 
又 势能 Y 为 
Y = mgy (2) 


由 于 约束 关系 (约束 方程 为 **=4ay) , 故 本 题 中 自由 度 为 1, 今 选 x 为 广义 坐标 . 由 约束 
方程 , 知 


去 (3) 
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把 (3) 式 中 的 了 及 了 代入 (1) 式 与 (2) 式 中 ,得 


(1 


I me 
而 拉 氏 函数 工 则 为 


2 


L=T-V= 4" [#1] + wow] -me 入 (4) 


因 小 环 只 受 重力 mg 的 作用 , 故 应 为 保守 系 ,但 动能 7 了 并 不 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 式 , 故 应 
广义 能 量 积分 求 哈密 顿 函 数 及 ,根据 式 (5. 3.20) 求 出 7, 与 Tu, 即 
2 


四 -TY = 二 [人 1 + 其 ) -oz] + mg 和 (5) 


当然 ,由 H=~L+tp,* 的 关系 ,也 能 求 出 甩 , 但 计算 比较 烦 珊 . 
现在 用 p, 来 代 换 * .由 (4) 式 ， 


a 
p, 1+ (6) 
即 2 = 一 (7) 


mC + zz/[4a2) 
把 (7) 式 中 的 * 代 入 (5) 式 ,得 
h m 23 x 
H(t ) -全 os + (8) 
现在 ,可 以 由 正则 方程 来 求 小 环 的 运动 微分 方程 了 . 由 式 (5. 5. 15) 中 的 第 二 式 ,我们 有 


把 (6) 式 中 的 p, 及 (8) 式 中 的 及 代入 (9) 式 ,得 
x 
2 2 
I 7 i 
207 2m (T+ e/a "me 20 


由 (7) 式 , 即 得 
OE -mwr+mgB = 0 (10) 
这 就 是 所 求 的 小 环 运动 微分 方程 . 显然 ,用 正则 方程 来 解 这 类 问题 反而 比较 迁 回 , 不 如 用 第 四 
章 中 所 讲 的 方法 简便 ,只 在 比较 复杂 的 问题 , 它 才 能 显示 出 它 的 优越 性 . 
5.4 试 由 哈密 顿 原理 求 质点 在 万 有 引力 作用 下 的 运动 微分 方程 . 
[ 解 ] 由 $1.9 知 ,在 极 坐标 系 中 ,动能 7 及 势能 Y 分 别 为 
7= 有 至 ( 王 +Pg) 
(1) 
六 
r 
故 拉 格 朗 日 函数 了 为 
LT-Y= tr + (2) 
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代入 哈密 顿 原理 sf 地 =0 
中 ,得 | 
全 (ms + mrgzsr + mrg80 — Sr) di=0 (3) 
但 
Fo? = 晤 Can) -Zr | a) 
080= 六 (Pb80) - 是 ( 0)80 


把 (4) 式 中 的 两 个 关系 代 人 (3) 式 ,得 
a I 
(m7 mt + 2) au- 二 (mrb)8gd: = 0 (5) 


We 
mar + mr bso | -| 


A 


因 Sr | ,=8r | ,=0, 80|, =80|,=0 
而 积分 号 内 的 8r 及 86 则 是 任意 的 , 即 它们 一 般 并 不 等 于 零 ,而 且 是 相互 独立 的 , 故 得 
me + Ee = 0 
“ (6) 
Cmr 9)=0 
RO) 二 = 王 反 
即 本 (7) 
= 常量 
这 就 是 我 们 所 要 求 的 关系 . 
思 考题 


5.1 虚 功 原理 中 的 “ 虚 功 "二 字 做 何 解释 ? 用 虚 功 原理 解 平衡 问题 ,有 何 优点 及 缺点 ? 
5.2 为 什么 在 拉 格 朗 日 方程 中 ,0。 不 包含 约束 反作用 力 ? 又 广义 坐标 及 广义 力 的 含义 
为 何 ?我 们 根据 什么 关系 可 以 由 一 个 量 的 量 纲 定 出 另 一 个 量 的 量 纲 ? 
5.3 广义 动量 p。 和 广义 速度 4。 是 不 是 只 相差 一 个 乘 数 m? 为 什么 p。 比 5 更 富有 物 
理 意义 ? 
oT 


5.4 妇 估 2" 是 广义 动 明 ,那么 根 所 动量 定理 ,部 。] 是 否 应 等 于 广义 力 Q.? 为 什 
99。 


么 拉 格 朗 日 方程 (5. 3. 14) 中 多 出 了 3 项 ? 你 能 说 出 它 的 物理 意义 和 所 代表 的 物理 量 吗 ? 

5.5 为 什么 拉 格 朗 日 方程 只 适用 于 完整 系 ? 如 为 不 完整 系 ,能 否 由 式 (5.3.13) 得 出 式 
(5.3.14)? 

5.6 平衡 位 置 附近 的 小 振动 的 性 质 ,由 什么 来 决定 ? 为 什么 2s* 个 常数 只 有 2s 个 是 独 
立 的 ? 

5.7 什么 叫做 简 正 坐标 ? 怎样 去 找 ? 它 的 数目 和 力学 体系 的 自由 度 之 间 有 和 何 关系 ? 又 
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每 一 简 正 坐 标 将 作 怎 样 的 运动 ? 

5.8 多 自由 度 力学 体系 如 果 还 有 阻尼 力 ,那么 它们 在 平衡 位 置 附近 的 运动 和 无 阻尼 时 
有 何不 同 ? 能 否 列 出 它们 的 运动 微分 方程 ? 

5.9 也 与 47 有 何 区 别 ? 站 与 站 有 何 区 别 ? 

5.10 哈密 顿 正 则 方程 能 适用 于 不 完整 系 吗 ? 为 什么 ? 能 适用 于 非 保守 系 吗 ?为 什么 ? 

5.11 哈密 顿 函数 在 什么 情况 下 是 常量 ? 在 什么 情况 下 是 总 能 量 ? 试 详 加 讨论 ,有 无 是 
总 能 量 而 不 为 常量 的 情况 ? 

5.12 何谓 泊 松 括号 与 泊 松 定理 ? 泊 松 定理 在 实际 上 的 功用 如 何 ? 

5.13 哈密 顿 原 理 是 用 什么 方法 确定 运动 规律 的 ? 为 什么 变 分 符号 8 可 置 于 积分 号 内 
也 可 移 到 积分 号 外 ? 又 全 变 分 符号 A 能 否 这 样 ? 

5.14 正则 变换 的 目的 及 功用 何在 ?又 正则 变换 的 关键 在 于 何 处 ? 

5.15 哈密 顿 - 雅 可 比 理论 的 目的 何在 ? 试 简 述 应 用 此 理论 解 题 时 所 应 有 的 步骤 . 

5.16 正则 方程 (5.5. 15 ) 与 式 (5. 10.10) 及 式 (5. 10. 11) 之 间 的 关系 如 何 ? 我 们 能 否 用 

-正则 变换 由 前 者 得 出 后 者 ? 
5.17 在 研究 机 械 运动 的 力学 中 , 刘 维尔 定理 能 否 发 挥 其 作用 ? 何故 ? 
5.18 分 析 力 学 学 完 后 ,请 把 本 章 中 的 方程 和 原理 与 牛顿 运动 定律 相 比 较 , 并 加 以 评价 . 


习 题 


5.1 试用 虚 功 原理 解 3. 1 题 . 

5.2 试用 虚 功 原理 解 3. 4 题 . 

5.3 如 图 ,长 度 同 为 的 轻 棒 四 根 ,光滑 地 连 成 一 萎 形 4BCD. 4B、4D 两 边 支 于 同一 水 平 
线 上 相距 为 2a 的 两 根 钉 上 ,BD 间 则 用 一 轻 绳 连接 ,C 点 上 系 一 重 物 W. 设 4 点 上 的 顶 角 为 
2a ,试用 虚 功 原理 求 绳 中 张力 7. 


答 : T= wano( 二 see- 


5.4 一 质点 的 重量 为 WW, 被 约束 在 竖 直 圆周 
*-P-r=0 
上 ,并 受 一 水 平 斥 力 kx 的 作用 , 式 中 7 为 圆 的 半径 ,为 常数 . 试用 未 定 乘 数 法 求 质点 的 平衡 
位 置 及 约束 反作用 力 的 重 值 . 
答 : (1) x=0,y=#r,R= 干 WW; 
(2) 7= 总 ， x=+ Vr W/E, R=-kr. 
5.5 如 图 ,在 离心 节 速 器 中 ,质量 为 m; 的 质点 C 沿 着 一 竖 直 轴 运 动 ,而 整个 系统 则 以 匀 
角 速 纪 绕 该 轴 转 动 . 试 写 出 此 力学 体系 的 拉 氏 函数 . 设 连 杆 48,BC .CD ,.D4 等 的 质量 均 可 
不 计 . 


答 : L=m,a’( 92+fPsinzg)+2maazsinzg0242ga(mm+ma)cosg 


5.6 试用 拉 格 朗 日 方程 解 4. 10 题 . 

5.7 ”试用 拉 格 朗 日 方程 解 本 章 补充 例题 5. 3. 

5.8 一 光滑 细 管 可 在 竖 直 平面 内 绕 通 过 其 一 端的 水 平 轴 以 匀 角 速 w 转动 . 管 中 有 一 质 
基 为 m 的 质点 . 开始 时 , 细 管 取水 平方 向 ,质点 距 转 动 轴 的 距离 为 a, 质 点 相对 于 管 的 速度 为 
zm, 试 由 拉 格 朗 日 方程 求 质点 相对 于 管 的 运动 规律 . 


-本 -对 :和 


+ 和 sinwt( 取 管 轴 为 x 轴 ) 
20 


5.9 ”如 图 , 设 质 量 为 m 的 质点 , 受 重力 作用 ,被 约束 在 半 
项 角 为 a 的 圆锥 面 内 运动 . 试 以 r,6 为 广义 坐标 ,由 拉 格 朗 日 
方程 求 此 质点 的 运动 微分 方程 . 

答 : 9 = 常量 , ? -rgzainza+gsinacosa=0 

S.10 试用 拉 格 朗 日 方程 解 2. 4 题 中 的 (1) 及 (2). 

5.11 试用 拉 格 朗 日 方程 求 3. 20 题 中 的 o 及 a,. 

5.12 均 质 梯 48, 质 量 为 m, 长 为 24, 其 4 端 可 在 光滑 水 第 5.9 题 图 
平 导 槽 上 运动 . 而 棒 本 身 又 可 在 竖 直 面 内 绕 4 端 摆动 . 如 除 重力 作用 外 ,B 端 还 受 有 一 水 平 的 
力 下 的 作用 . 试用 拉 格 朗 日 方程 求 其 运动 微分 方程 . 如 摆动 的 角度 很 小 , 则 又 如 何 ? 


答 : m( 半 +ageosb-agzsing)= 正 


m[ax cosb+(a’+k)0] =2Facosb-mgasing 
如 9 很 小 , 则 


2 36g = 
A 


+a +00=25 
3 m 


式 中 x 为 任 一 瞬时 4 离 定 点 0 的 工 离 ,0 为 任 一 眠 时 棒 与 竖 直 线 间 所 成 的 角度 ,k 为 棒 绕 质心 
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的 回转 半径 . 

5S.13 行星 齿轮 机 构 如 图 所 示 - 曲柄 04 带动 行星 齿轮 丰 在 固定 齿轮 1 上 滚动 .已 知 曲 
柄 的 质量 为 m, , 且 可 认为 是 匀 质 杆 . 齿轮 卫 的 质量 为 m, ,半径 为 ", 且 可 认为 是 匀 质 圆 盘 . 至 于 
人 齿轮 I 的 半径 则 为 R. 今 在 曲柄 上 作用 一 不 变 的 力矩 W. 如 重力 的 作用 可 以 略 去 不 计 ,试用 拉 
格 朗 日 方程 研究 此 曲柄 的 运动 . 


2M 
答 : 9 = 


3m(R+r) (14 子 轩 

5.14 质量 为 m 的 圆柱 体 5 放 在 质量 为 M 的 圆柱 体 P 上 作 相 对 纯 滚 动 ,而 P 则 放 在 粗糙 
平面 上 .已 知 两 圆柱 的 轴 都 是 水 平 的 , 且 重 心 在 同一 竖 直 面 内 . 开始 时 此 系统 是 静止 的 . 若 以 圆 
柱 体 P 的 重心 的 初始 位 置 为 固定 坐标 系 的 原点 , 则 圆柱 体 5 的 重心 在 任意 时 刻 的 坐标 为 


wae 


mg + (3M + m)sing 
3(M + m) 
试用 拉 格 朗 日 方程 证 明之 . 式 中 。 为 两 圆柱 轴线 间 的 距离 ,9 为 两 圆柱 连 心 线 与 竖 直 向 上 的 
直线 间 的 夹 角 . 


5.15 ”如 图 ,质量 为 M .半径 为 e 的 薄 球 壳 , 其 外 表面 是 完全 粗糙 的 ,内 表面 则 完全 光滑 ， 
放 在 粗糙 水 平 桌 上 . 在 球 壳 内 放 一 质量 为 m、 长 为 2asina 的 均 质 棒 . 设 此 系统 由 静止 开始 运 
动 , 且 在 开始 的 瞬间 , 棒 在 通过 球 心 的 竖 直 平面 内 ,两 端 都 与 球 壳 相 接触 ,并 与 水 平 线 成 B 角 . 
试用 拉 格 朗 日 方程 证 明 在 以 后 的 运动 中 ,此 棒 与 水 平 线 所 夹 的 角 8 满足 关系 
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[(SM+3m) (3cosza+sinza) -9mcoszaeoszg]ag: 
=6g(5M+3m) (cosb-cosB) cosa 
5.16 半径 为 -的 均 质 圆 球 ,可 在 一 具有 水 平 轴 、 半 径 为 R 的 
固定 圆柱 的 内 表面 滚动 . 试 求 圆 球 绕 平衡 位 置 作 微 振 动 的 运动 方 
程 及 其 周期 . 


答 : 7=25 /一 7 
5 & 


5.17 如 图 ,质点 W, ,其 质量 为 m, ,用 长 为 上 的 绳子 系 在 固 
定点 0 上 . 在 质点 由 上 ,用 长 为 4 的 强 系 另 一 质点 MM, ,其 质量 为 第 5.17 题 图 
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my 以 强 与 竖 直 线 所 成 的 角度 9, 与 9, 为 广义 坐标 , 求 此 系统 在 竖 直 平面 内 作 微 振动 的 运动 
方程 . 如 m=m,=m.l,=l,=l, 试 再 求 出 此 系统 的 振动 周期 . 


hd [a 3 
和 


5.18 在 上 题 中 ,如 双 摆 的 上 端 不 是 系 在 固定 点 0 上 ,而 是 系 在 一 个 套 在 光滑 水 平 杆 
上 ,质量 为 ?mm 的 小 环 上 ,小 环 可 沿 水 平 杆 滑动 . 如 m, =m,=m,l, =1, =1, 试 求 其 运动 方程 及 其 


周期 . 


5.19 质量 分 别 为 m, .m, 的 两 原子 分 子 平衡 时 原子 间 的 距离 为 a, 它们 的 相互 作用 力 
是 准 弹性 的 , 取 两 原子 的 连 线 为 * 轴 , 试 求 此 分 子 的 运动 方程 . 


答 : xi =4+Bl+Csin( pt+e) ,za =A+Bita-C sin( vite) 
m2 


式 中 4,B,C 及 为 积分 常数 ,v=、/ 了 ,为 劲 度 系数 
ma 
5.20 已 知 一 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 拉 格 朗 日 函数 L( 非 相对 论 的 ) 为 
LT7-qp+q v= Tn gp +a 
式 中 为 粒子 的 速度 ,m 为 粒子 的 质量 ,9 为 粒子 所 带 的 电荷 ,p 为 标量 势 ,A 为 矢量 势 . 试 由 
此 写 出 它 的 哈密 顿 函 数 . 
答 : = 二 me +9p=(p-94)’ +ap 
5.21 试 写 出 自由 质点 在 作 匀速 转动 的 坐标 系 中 的 哈密 顿 函数 的 表示 式 . 
答 : 在 以 角速度 @2 转动 的 旋转 坐标 系 中 
N= -0 (rxp) +V 
式 中 为 质点 的 位 和 失 ,p=mv,o 为 质点 相对 于 固定 坐标 系 的 速度 . 


5.22 试 写 出 $3.9 中 拉 格 朗 日 陀螺 的 哈密 顿 函 数 万 ,并 由 此 求 出 它 的 三 个 第 一 积分 
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5.23 ”试用 哈密 顿 正则 方程 解 4. 10 题 . 
5.24 半径 为 c 的 均 质 圆 球 , 自 半径 为 的 固定 圆 球 的 顶端 无 初速 地 滚 下 , 试 由 哈密 顿 
正则 方程 求 动 球 球 心 下 降 的 切 向 加 速度 . 


答 : ao= 了 esing 


式 中 9 为 两 球 连 心 线 与 竖 直 向 上 直线 间 的 夹 角 . 
5.25 试 求 由 质点 组 的 动量 矩 了 的 笛 卡 儿 分 量 所 组 成 的 泊 松 括号 . 
答 : [J.,J,] [d=4., ,=D, 
[4.7] =0,54,,4,]=0,[7..1.]=0 
5.26 试 求 由 质点 组 的 动量 p 和 动量 答 了 的 笛 卡 儿 分 量 所 组 成 的 泊 松 括号 . 
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[Dp] =-p,, [J.,p,]=-p, 
=0,[J,,p,1=0,[J.,p.]=0 

5.27 如 果 w 是 坐标 和 动量 的 任意 标量 函数 , 即 p=ar +br * p+cp” ,其 中 a,b,c 为 常数 ， 
试 证 


[pg,J.] =0 
5.28 半径 为 “的 光滑 圆 形 金属 丝 团 , 以 匀 角 速 w 绕 竖 直 直 径 转 动 , 圈 上 套 着 一 质量 为 
m 的 小 环 . 起 始 时 ,小 环 自 圆 图 的 最 高 点 无 初速 地 沿 着 圆圈 滑 下 . 当 环 和 图 中 心 的 联 线 与 竖 直 
向 上 的 直径 成 0 角 时 ,用 哈密 顿 原理 求 出 小 环 的 运动 微分 方程 . 
答 : ma 6 =maw’sing cos G+mg sin 0 

5.29 试用 哈密 顿 原 理解 4. 10 题 . 

5.30 试用 哈密 顿 原理 求 复 摆 作 微 振 动 时 的 周期 . 
答 : r=2m 总 
式 中 m 是 复 摆 的 质量 ,1 是 复 摆 绕 悬 点 0 振动 时 的 转动 惯量 ,1 为 复 摆 重 心 6 与 悬 点 0 之 间 
的 距离 ,g 为 重力 加 速度 . 

5.31 试用 哈密 上 顿 原理 解 5. 9 题 . 

5.32 试 证 


o=nf sin p), P=gcotp 


为 一 正则 变换 . 
5.33 证 : 变换 方程 
9 = (20)FkTcosp, p = (20)+hHsinp 
代表 一 正则 变换 ,并 将 正则 方程 


变 为 


式 中 


5.34 如 果 利用 下 列 关系 把 变数 p,q 换 为 P,0: 
9=9(P,O，P=wP,O) 
则 当 
3(gp) 
a(Q@,P) 
时 ,这 种 变换 是 一 正则 变换 , 试 证 明之 . 
5.35 试 利用 正则 变换 ,由 正则 方程 求 竖 直 土 抛 的 物体 的 运动 规律 . 已 知 本 问题 的 母 函 


数 U=me( 夺 gQ'+90) . 式 中 9 为 确定 物体 位 置 的 广义 坐标 ,0 为 变换 后 新 的 广义 坐标 ,5 为 
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重力 加 速度 . 
5.36 试 求 质点 在 势 场 


中 运动 时 的 主 函 数 5, 式 中 a 及 下 为 常数 . 
答 : 在 球面 坐标 系 中 ， 


a 
srt ane at [es tame 0 -sanadd + oo 


式 中 m 是 质点 的 质量 ,E 为 总 能 量 ,a; ,as 为 积分 常数 . 
5.37 ”试用 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微 分 方程 求 抛 射 体 在 真空 中 运动 的 轨道 方程 . 
5.38 ”如 力学 体系 的 势能 V 及 动能 了 可 用 下 列 两 函数 表示 : 


多 +V+… 


Mr Wy es 


T= 二 A th ) (BG 24B,9 21+...+B, 9 7) 


式 中 V4。.B。(a=1.2,…,s) 都 只 是 一 个 参数 4g。 的 函数 , 则 此 力学 体系 的 运动 问题 可 用 积分 
法 求解 , 试 证 明之 . 

5.39 ”试用 哈 - 雅 方程 求 行星 绕 太 阳 运 动 时 的 轨道 方程 . 

5.40 试 由 (5.9.29) 及 (5.9.30) 两 式 推 证 (5.9.31) 及 (5.9.32) 两 式 . 

5.41 试 求 质点 在 库仑 场 和 均匀 场 


V= 全 -所 


的 合成 场 中 运动 时 的 主 函数 5, 以 抛物 线 坐 标 ,7,6 表示 , 式 中 a 及 是 常数 ,而 R= Vm+E 
(参看 图 1.2.4). 


:一 
CT 


和 
式 中 ps.E 及 as 是 积分 常数 . 
5.42 刘 维 尔 定理 的 另 一 表达 式 是 相 体积 不 变 定理 . 这 里 又 有 两 种 不 同 的 说 法 
(1) 考虑 相 宇 中 任何 一 个 区 域 . 当 这 区 域 的 边界 依照 正则 方程 运动 时 ,区 域 的 体积 在 运 
动 中 不 变 . 
(2) 相 宇 的 体积 元 在 正则 变换 下 不 变 . 试 分 别 证 明之 . 
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